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Editorial

La Revista de Métodos Cuantitativos para la Economia y la Empresa pre-
tende ser un medio de comunicacién 1til para todos los que investigan en
técnicas Matematicas, Estadisticas o Econométricas y sus posibles aplica-
ciones al dmbito econémico o empresarial. La edita un grupo de profe-
sores del Departamento de Economia, Métodos Cuantitativos e Historia
Econdémica de la Universidad Pablo de Olavide, de Sevilla (Espana). A
continuacién se resumen algunas de sus caracteristicas méas destacadas.

Contenidos y tematica

Se publica cualquier tipo de articulos originales e inéditos relacionados con
aplicaciones de la Matemética o la Estadistica a las Ciencias Econémicas y
Empresariales. También se admiten trabajos de investigacién pura, siempre
que sean susceptibles de aplicacion practica. Se facilita la publicacién de
articulos que necesiten un proceso de revisiéon rapido y de aquellos costosos
de publicar en formato papel debido a sus caracteristicas técnicas: documen-
tos excesivamente extensos, que necesiten la inclusién de graficos en colores
o de elementos interactivos (referencias o enlaces, por ejemplo), etc. Se re-
comienda especialmente el envio de articulos que sirvan para fundamentar
0 apoyar otros que puedan ser enviados a otras revistas, pues no tiene limi-
tacién en cuanto a los numeros de paginas, de definiciones, de graficos, de
tablas ni de referencias bibliograficas a incluir en un articulo.

Formato

Es una revista electréonica que pretende aprovechar el medio que actualmente
es mas eficiente para la difusién internacional del conocimiento cientifico:
Internet. Su periodicidad es semestral, publicindose el primer ntimero de
cada ano en junio y el segundo en diciembre. Se puede acceder gratuitamente
a los articulos en formato PDF. Posee niimero internacional normalizado de
publicaciones seriadas (ISSN) y Depésito Legal (D.L.); la autoria de sus
contenidos serd reconocida internacionalmente.

Propésitos principales

Se intenta difundir la produccién cientifica del modo més agil posible. Asi-
mismo, se posibilita la publicacién en espanol de trabajos de investigacién
que merecen difusién y reconocimiento internacionales. La propia Revista
trata de ser merecedora de dicho reconocimiento, solicitando su inclusién en
las bases de datos internacionales més prestigiosas, asi como en el Journal
Citation Reports del Institute for Scientific Information (ISI).



Idiomas utilizados

Se admiten articulos escritos en espanol o en inglés. En cualquier caso, el
titulo, el resumen y las palabras clave deberan incluirse en ambos idiomas.
En el caso del espanol, el texto deberd ajustarse a las recomendaciones de
la Real Academia de la Lengua Espanola; en el caso del inglés, se aceptan
los estandares britanico, americano y australiano.

Evaluacién de los trabajos

Cada trabajo enviado es revisado por los Editores y confiado a dos especia-
listas en la temética de que se trate. Estos los evaluaran (sistema de “doble
ciego”) en el plazo més breve que sea posible. Si bien no existe limitacién
en el nimero de paginas de los trabajos, los trabajos méas largos tardaran
normalmente mas tiempo en recibir el resultado de la evaluacién.

Instrucciones para los autores

Los autores deberan enviar sus trabajos a través de la pagina web de la
Revista (http://www.upo.es/RevMetCuant/autores.htm). En el formulario
electrénico se piden los datos para la cabecera del articulo, que apareceran
en paginas separadas. El resto del documento podra ser escrito en el for-
mato que los autores consideren méas adecuado, permitiéndose el empleo de
cualquier procesador de texto, siempre que el documento se envie también en
formato PDF. Se recuerda que la extensién de los articulos no estd limitada.

Suscripciones a la Revista

La Revista tiene un coste de mantenimiento muy bajo y, por esto, son gra-
tuitas tanto la suscripcién a la Revista como la descarga de los articulos
publicados en ella. La suscripcion electrénica solo significa la recepcion de
avisos con los nimeros publicados y debera realizarse a través de la pagina
web de la Revista (http://www.upo.es/RevMetCuant /suscripcion.htm).

Agradecimientos

Los Editores agradecen a la Universidad Pablo de Olavide y, en especial, al
Departamento de Economia, Métodos Cuantitativos e Historia Econémica la
colaboracion prestada durante la elaboracién del primer nimero. Ademas,
agradece a cada uno de los miembros del primer Comité Editorial el esfuerzo
desarrollado a la hora de evaluar desinteresadamente los trabajos.
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RESUMEN

En la presente comunicacién explicamos algunas de las herramientas de la
Geometria Diferencial y, en concreto, de la Teoria de Lie con las que se
trabaja actualmente en Economia. Se indican las condiciones que se exigen
a las funciones de produccién y la definiciéon de un tipo de progreso técnico
denominado de tipo Lie, consistente en exigir las tres propiedades que han de
verificar los grupos de Lie. También se expone el uso del operador de Lie en
interpretaciones econdmicas y en la cuantificacién del impacto del progreso
técnico. Dicho operador permite dar una respuesta a la Controversia Solow-
Stigler. Por tltimo, se indican varias aplicaciones de la Teoria de Lie en
los estudios econdémicos, que permiten abrir futuras lineas de investigacién,
de las que se apuntan algunas. De este modo, nuestro objetivo principal
es mostrar el uso, actual y futuro, de la Teorfa de Lie en el campo de la
Economia.

Palabras clave: cambio técnico; progreso técnico tipo Lie; holoteticidad.
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Technical Progress: an Approach from Lie
Transformation Group Theory

ABSTRACT

In this paper we explain some tools of Differential Geometry. In detail we
deal with Lie Theory, which is currently being investigated in Economics.
Firstly we indicate the conditions demanded to production functions in such
studies, and the definition of a particular type of technical progress: the Lie
type. For this type, the three properties of Lie groups have to be verified by
the technical progress. We also show the use of Lie operator for economical
interpretations, and for quantifying the impact of the technical progress.
This operator allows us to answer Solow-Stigler Controversy. Finally we
introduce some applications of Lie Theory in Economics, and suggest new
future research lines they can generate. In this way, our main aim is to show
the actual and future applications of Lie Theory in Economics.

Keywords: technical change; Lie type of technical progress; holotheticity.
JEL classification: C65; O30.
2000MSC: 22E99; 91B99.
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1. Introduccién

A la hora de estudiar el comportamiento que tiene una tecnologia (entendida como el
conjunto de funciones de produccion) con respecto a cualquier cambio que se produce a
lo largo del tiempo, se pueden utilizar varias herramientas y, de hecho, han sido varios los
intentos que han tratado de explicar dicha evolucion.

En primer lugar deberfamos recordar el estudio de la matriz tecnolégica y del anélisis
input-output de Leontief, en el cual (modelo clésico) se presuponen constantes y conocidos
los coeficientes de la matriz tecnolégica y a partir de ellos se podria saber de un modo
muy simple cudl serfa, por ejemplo, la produccién que se necesitaria para satisfacer una
determinada demanda. Desgraciadamente el modelo clasico de Leontief no es valido para
estudiar los progresos técnicos, ya que la matriz de coeficientes tecnologicos variaria en
funcién del tiempo y los coeficientes no serfan, por tanto, constantes.

En la actualidad, atn se realizan estudios en lineas de investigaciéon que pretenden
solventar los defectos del modelo clésico de Leontief. Algunas de estas lineas se basan en
considerar no constantes los coeficientes tecnoldgicos, aladiéndole una variable aleatoria a
cada uno de ellos, que representarian las fluctuaciones de dichos coeficientes o su evolucién
a lo largo del tiempo. El estudio de estos nuevos coeficientes tecnolégicos y de la produccion
determinada por éstos se realizaria normalmente mediante técnicas estadisticas (véase, por
ejemplo, Rueda, 2004).

Pero a la hora de ver los efectos que sufre la producciéon debido a los cambios técnicos
que se pueden dar tanto dentro de la economia como fuera de ella, surge un segundo
problema cuya version més conocida ha pasado a llamarse la Controversia Solow-Stigler y
que consiste en saber si se podrian aislar e identificar independientemente los efectos del
progreso técnico de los efectos de los rendimientos a escala (esto es, en algunos modelos
simples, estudiar el crecimiento en la razon capital/mano de obra).

Segun Solow (1957) la parte del aumento en la producciéon per capita estadounidense
que no es debida al crecimiento en la razon capital/mano de obra deberia imputarsele a
un cambio técnico (término que Solow introduce en la literatura). Para ello, Solow supone
que dicho progreso técnico es del tipo neutro de Hicks y que la funcién de produccién
subyacente es homogénea de grado 1.

Por su parte, Stigler (1961) no crefa acertada la suposicion de homogeneidad en la
funcién de produccion y defendié la necesidad de distinguir entre rendimiento a escala
creciente y progreso técnico. Stigler intentd construir una funcién de produccién interna-
cional empleando datos de EE.UU. y R.U. y la funcién de producciéon de Cobb-Douglas.
Su conclusion fue que las economias a escala y los progresos técnicos son potencialmente
del mismo orden de magnitud, por lo que la estimacién de la magnitud debia resolverse,



segun Stigler, no solo con célculos de productividad, sino también con teoria de crecimiento

econdmico.

Solow (1961), pese a estar de acuerdo con respecto a la magnitud potencial de los
efectos a escala, creia que el problema de medir dichos efectos y distinguirlos de los de
progreso técnico seria extremadamente dificil y, al ser un teérico de la Economia, preferia

suponer la homogeneidad de grado 1 (rendimiento a escala constante).

El origen de la Controversia Solow-Stigler se encuentra en que el tipo de progreso técnico
se transforma completamente en uno de tipo neutro de Hicks, el cual es indistinguible de la
propiedad de rendimiento a escala. Es decir, el progreso técnico y el rendimiento a escala no
pueden diferenciarse teéricamente para la funcién de produccién estudiada. Para solventar
esta controversia, Sato (1981) recurre a la formulacién y modelizacion matematica, con el
fin de clarificar los conceptos relacionados con el equilibrio ademéas de determinar el papel
que juega el tiempo dentro del Analisis Econémico. Nosotros expondremos en lo sucesivo
el uso por parte de Sato de la Teoria de Grupos de Lie para estudiar y observar de manera
independiente, en una economia, los efectos a escala de los provocados por un progreso
técnico. Al menos en teoria, esto permitiria la medicion de ambos independientemente

unos de otros.

Para realizar este anélisis, Sato define un nuevo concepto, la holoteticidad, que procede
de considerar que el progreso técnico que afecta a la funcién de produccion se transformara
en un efecto a escala; en ese caso, no podréan diferenciarse el impacto del efecto a escala del
correspondiente efecto del progreso técnico. En consecuencia, para evitar la Controversia
Solow-Stigler y asi poder diferenciar efecto a escala de progreso técnico, solo habra que
considerar una funcién de produccién y un tipo de progreso técnico que no verifiquen la
propiedad de holoteticidad.

Conviene adelantar también que el concepto de holoteticidad y la Teoria de Lie tienen
otras utilidades dentro del estudio econémico. Por ejemplo, permiten investigar y obtener
algunas respuestas acerca de cuéles seran los tipos de progreso técnico que dejan invariante
una aplicaciéon isocuanta. Esto se puede estudiar como las curvas integrales asociada a un

grupo de Lie uniparamétrico que se obtendria a partir del tipo de progreso técnico.

Es mas, el concepto de holoteticidad en una funcién de produccion dada, permite estu-
diar propiedades de dicha funcién de produccién. De hecho, se puede demostrar que cada
familia de funciones de producciéon verifica una propiedad de invariancia que no resulta
afectada por el impacto del cambio técnico. Dicha propiedad permite, en base a su unici-
dad, clasificar una familia de funciones de produccién y distinguirla de todas las restantes
familias. Para estudiar las propiedades de invariancia es de gran utilidad la Teoria de
Grupos de Lie, como también se vera.

El objetivo principal de este trabajo es mostrar la utilidad de la Teoria de Grupos
de Transformaciones de Lie dentro del campo de la Economia. Para ello, se exponen, de



manera pormenorizada, el significado y contenido de algunos conceptos correspondientes a
dicha teoria pero dentro del tratamiento de los cambios y los progresos técnicos. Ademas,
se indican otros conceptos que también podrian tratarse con el estudio de la Teoria de
Grupos de Transformaciones de Lie.

A continuacion, se expone la estructura que presenta el articulo tras esta introduccion.
En una primera seccién indicamos las causas que motivaron la aparicién de la Teoria de Lie
y de los conceptos de grupo y algebra de Lie, ademas de mostrar el uso de dichos conceptos
en diversos campos cientificos. En la siguiente seccién se dan las nociones previas corres-
pondientes a funciones de produccién y cambio técnico que se emplearan posteriormente
en el articulo.

En una cuarta seccién se indica la definicién del concepto de holoteticidad dado por
Sato (1981) y se muestran algunas interpretaciones econémicas que se pueden hacer de
dicho concepto. Seguidamente, se dedica una seccidén a tratar un tipo especifico de pro-
greso técnico: el de tipo Lie. Esta seccién se subdivide en tres subsecciones dedicadas,
respectivamente a: indicar la interpretacion econémica de las propiedades que caracterizan
a los progresos técnicos de tipo Lie, mostrar como medir el impacto del progreso técnico y
responder a la Controversia Solow-Stigler indicada anteriormente.

Finalmente, recopilamos en una tltima secciéon algunas posibles lineas de investigacion
en la que se estan utilizando la Teoria de Lie como una herramienta para el avance en
dichas lineas.

2. La Teoria de Lie de Grupos de Transformaciones

Las herramientas que se usan en el presente trabajo provienen todas de la Teoria
de Grupos de Transformaciones Continuas de Lie. Esta teorfa se fragudé en la segunda
mitad del s.XIX por obra del mateméatico noruego Sophus Marius Lie (1842-1899). El
motivo primordial que condujo a Lie a realizar dicho estudio fue obtener una teoria para
las ecuaciones diferenciales que equivaliese en este campo a la creada por Galois en el
campo de las ecuaciones algebraicas. Mientras que la Teoria de Galois permite resolver
cualquier ecuaciéon algebraica empleando grupos de permutaciones, Lie querfa obtener una
relaciéon analoga entre la Teoria de Grupos y las soluciones de las ecuaciones en derivadas
parciales. Lie buscaba una teoria geométrica con la que hallar invariancias empleando una
serie de transformaciones que caracterizarian a dichas ecuaciones diferenciales. De hecho,
a una ecuacién en derivadas parciales le asocié una familia finita de transformaciones, que
formaba lo que llamamos un 4lgebra de Lie (de dimension finita)'. Con ello se llegaba a
la clasificaciéon de las ecuaciones en derivadas parciales mediante los grupos continuos de

transformaciones y, lo que es mas importante, mediante la transformaciéon de Lie. Para

!Originariamente, Lie denominé grupo continuo de transformaciones a lo que hoy se denomina algebra
de Lie. Fue en 1934 cuando aparece por primera vez el término dlgebra de Lie.



saber mas sobre el fundador de esta teoria y las inquietudes que le llevaron a desarrollarla
puede consultarse Nufiez y Tenorio (2002), mientras que los fundamentos de la propia
teoria se describen en Jacobson (1979), por ejemplo.

Esta disciplina ha evolucionado y se ha convertido en una herramienta de gran im-
portancia en ciencias como la Fisica y, en un futuro, probablemente afecte al desarrollo
de la Economia. La evolucién tedrica del estudio de los grupos y las dlgebras de Lie ha
tomado muchos caminos que pueden ir desde la clasificacion de las algebras de Lie segin
su dimension y ciertas caracteristicas? al estudio de la relacién entre los grupos de Lie
y las algebras de Lie dentro de la Teoria de Representaciéon. Asi, el uso de la Teoria de
Lie en Fisica Teorica suele estar relacionado con la aparicién de grupos de simetrias en
sistemas dindmicos y con el estudio de las leyes conservativas, que pueden enunciarse como
propiedades de invariancia.? Otras ciencias en las que se aplican las algebras y los grupos

de Lie son la Genética?. la Quimica y, méas concretamente, la Quimica Cuantica®.
b) ) b

La Teor{a de Lie ha sido tan importante y ha aportado tantos avances en diversos cam-
pos de la Ciencia que se han buscado diversas generalizaciones de la misma. De ese modo,
se han introducido los conceptos de superalgebra de Lie®, de isoélgebra de Lie” e incluso de
algebroide de Lie®. Aquéllos que quieran informacién adicional sobre temas relacionados

con las édlgebras y los grupos de Lie pueden acudir, por ejemplo, a Varadarajan (1998).

3. Nociones preliminares

Como se indico anteriormente, nuestra intencién es mostrar diversas aplicaciones de la
Teoria de Lie a los estudios econémicos y abrir algunas lineas de investigacién. Veremos,
por ejemplo, que la Teoria de Lie puede emplearse en el estudio del progreso técnico que
actia sobre una tecnologia y en la identificacion y distinciéon entre éste y el efecto del

rendimiento a escala. Intentaremos explicar estos conceptos sobre un modelo simple:

Como es costumbre, se considerara una tecnologia en la que K y L significan el capital

y la mano de obra, respectivamente. Dicha tecnologia vendra representada por una funcién

2Véanse Ancochea y Goze (1989), Boza et al. (2001) y (2003), de Graaf (2004) o Mubarakzjanov (1963).

3Una aplicacion interesante se tiene en Mecanica Hamiltoniana con las funciones denominadas observa-
bles, que forman un &lgebra de Lie y las simetrias del hamiltoniano forman una subéalgebra de la anterior.
Para ver ésta y otras aplicaciones a la Fisica de forma méas detallada, puede consultarse Sattinger y
Weaver (1997).

4Sanchez y Grau (2005) construyen el algebra de Lie del codigo genético. Este algebra permitiria com-
prender mejor la logica subyacente en dicho codigo y establecer ciertas relaciones algebraicas entre los
codones de las cadenas de ADN y ARN.

SVéase, por ejemplo, Kellman (1996), Yang et al. (2000), Zheng et al. (2000) o Yang et al. (2001).

SVéase Frappat et al. (1996).

"Véase Falcon y Nufiez (2002).

8Véase Nufiez et al. (2006).

10



de produccién neoclasica
Y =f(K,L) (1)

que sea continuamente diferenciable y globalmente quasi-concava.

Antes de continuar, creemos conveniente recordar la definicién de funcién de producciéon

neoclésica y una caracterizacion de las funciones quasi-concavas:

Definicion 3.1. Una funcion de produccion Y = f(K, L) se dice neoclasica si verifica las
dos siguientes condiciones:

1. Es homogénea de grado 1 (rendimiento a escala constante).

2. Disminuye suavemente respecto de los factores individuales.

Definicion 3.2. Una funcion de produccion Y = f(K,L) se dice que disminuye suave-
mente respecto a un factor individual si al aumentar uno de los factores de la produccion,
permaneciendo los demds constantes, las ganancias globales decrecen relativamente a partir

de un cierto punto.

Proposicién 3.3. Sea una funcion f : R? — R diferenciable, al menos, hasta orden 2 y
sea a € Dom(f). La funcion f es quasi-concava en a si y solo si la matriz hessiana de f

en a, Hf(a), es semidefinida negativa. O

Como se ha dicho, la tecnologia no se mantiene siempre constante y sufre modificaciones
en el transcurso del tiempo, bien por variaciones del capital bien por mejoras debidas a la
investigacion. Esas variaciones se observan en las modificaciones que sufre la propia funcién
de produccién de la tecnologia. El concepto empleado en Economia para representar estos
cambios son el de cambio técnico y el méas restrictivo de progreso técnico.

Definicion 3.4. Un cambio técnico en una tecnologia es cualquier cambio en la funcion
de produccion que altere la relacion entre consumos y producciones.

Un cambio técnico se denomina progreso técnico si la produccion aumenta para cual-

quier consumo, con respecto al que se obtenia antes del cambio.

En caso de introducirse un efecto técnico exégeno en la funcién de produccion f, supon-
dremos que la forma de la funcién de produccién f no varia, aunque si los niveles de pro-
ducciéon. En consecuencia, podemos escribir la funcién de produccién tras el efecto técnico

COmo:

Y = f(K, L,t) (2)

donde t es el parametro de progreso técnico e Y es la produccion para el capital K y la

mano de obra L tras el progreso técnico.
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Para denotar un cambio técnico con parametro t suele emplearse la notacién T;. Pero
cuando no hay lugar a confusién puede obviarse el parametro en la notacion e indicar el

cambio técnico con T

El progreso técnico puede verse también como la variaciéon que sufren las necesidades
del capital y la mano de obra tras dicho progreso. Para ello, se emplea el concepto de
funciones de progreso técnico, cuya definicion se indica a continuacion:

Definicién 3.5. Las funciones de progreso técnico de K y L son las funciones ¢ y ¢ que
combinan los factores mediante el pardmetro de progreso técnico t. Es decir, las funciones

que permiten expresar el progreso técnico de la siguiente formas:
T,: K = ¢(K,L,t), L =¢(K,L,t). (3)

A las variables K y L se las denomina capital efectivo y mano de obra efectiva, respec-

tivamente.

Las funciones de progreso técnico antes definidas se supondran analiticas y reales res-
pecto de las tres variables, K, L y t. Ademés, las funciones ¢ y 1 son independientes
respecto de las variables K y L. Esta tltima propiedad lo que viene a decir es que se

verifica la siguiente condicion:

e o
o ov |7 O (4)
0K OL

La condicion (4) permite aplicar el Teorema de la Funcion Implicita a la funcién vec-
torial T' = (¢, ), formada por las dos funciones de progreso técnico, menos la funcion
vectorial constante consistente en (K, L). De este modo, para cada par de valores para el
capital y la mano de obra efectivas, podremos despejar las variables K y L en funcién de
las variables K y L (y conocer las necesidades de capital y mano de obra tras el progreso
técnico).

Para concluir la seccion, recordamos la definicién de un determinado tipo de progreso
técnico: el tipo neutro de Hicks.

Definicién 3.6. Se dice que un progreso técnico es de tipo neutro de Hicks si aplicado a
una funcion de produccion f se verifica que:

?:f(KaLvt) =A(t)- f(K,L) = A(t) Y,

conA>Oy%>O.

4. Holoteticidad. Interpretacién econémica

Como dijimos antes, una de las causas por las que se introduce la Teoria de Lie en la
literatura econémica se debe al interés que presenta el poder distinguir en una tecnologia
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entre el impacto del progreso técnico y el de los efectos de los rendimientos a escala. Per-
siguiendo este objetivo, Sato (1981) introduce el concepto de holoteticidad de una funcion
de produccion bajo un tipo de progreso técnico dado. La definicién de este concepto es la

que se indica a continuacion:

Definicion 4.1. Sean la funcion de produccion f y el progreso técnico T definido por las
funciones de progreso técnico (¢,1). Se dice que f es holotética bajo el progreso técnico
T si el efecto total del progreso técnico T sobre f puede ser representado por una funcion
F estrictamente mondtona. Esta condicion puede ser expresada por la siguiente cadena de

igualdades:

Y = f_(K7L7t) = f(R7E) = f[¢(K7L7t)7¢(K7L7t)] = g(f(K7L)ﬂt) = F(t)(Y) (5)

Exigir que el progreso técnico actuando sobre la funcién de producciéon dé que la pro-
duccién efectiva Y sea una funcion de la produccion de partida Y tiene varias considera-
ciones y consecuencias econémicas que detallaremos en la presente seccién. Pero antes de
continuar serfa interesante aclarar que uno de los tipos de progreso técnico mas habituales,

el tipo neutro de Hicks, es un caso de holoteticidad. Veamoslo:

SeaY = f(K, L) una funciéon de produccion y sea T un progreso técnico de tipo neutro
de Hicks definido por las funciones de progreso técnico dadas en (3). Entonces el impacto

de este tipo de progreso técnico? debe verificar la siguiente condicion:
Y =f(K,L)=A(t) f(K,L) = A(t) Y, (6)

que puede verse que es una condicién de holoteticidad sin mas que definir F{;) (Y') como el
producto A(t) - Y.

4.1. Holoteticidad e isocuantas

La primera consideraciéon sobre la holoteticidad permite afirmar que la funcién de pro-
duccion Y = f(K, L) es holotética bajo un tipo de progreso técnico dado 7' si y solo si el
efecto total de un tipo de progreso técnico dado se transforma completamente en un efecto
a escala en la produccién sin que varie la forma de la aplicacion isocuanta.

Las isocuantas son de la forma Y = ¢, donde ¢ es una constante real. Debido a la
holoteticidad de f bajo T', se tiene que las isocuantas son de la forma ¢ = F(;)(Y) o, lo
que es equivalente, Y = F (;)1 (¢), que son las curvas de nivel de la tecnologia antes de
que acttiie el progreso técnico. En consecuencia, suponer la holoteticidad bajo el progreso
técnico T equivale a que el conjunto de las curvas isocuantas no resulte afectado, salvo en

un reetiquetado de las isocuantas.

9Segtin se vio en la Definicién 3.6, la condicién verificada por un progreso técnico de tipo neutro de
Hicks es precisamente la exigida para la holoteticidad en (6).
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4.2. Holoteticidad y tasa marginal de sustitucion

Una segunda consideracién que puede realizarse acerca de la holoteticidad bajo el pro-
greso técnico T' estd relacionada con la Tasa Marginal de Sustitucion (TMS) entre capital y

mano de obra. Recuérdese que la TMS se puede definir como R = f—L, siendo fr = g—{ >0
K

0
v fx = a—}; > 0.
Si calculamos la Tasa Marginal de Sustitucion R entre capital K y mano de obra L
tras un progreso técnico T' como el de (3), tendriamos la siguiente igualdad:

Yo feror+ Sy

R=_-2—
Y o fo bk + fy vk

Pero, en virtud de la ecuacion (5) consistente en la definicion de la holoteticidad de f
bajo el cambio técnico, tendriamos la siguiente relacion entre la TMS, R, existente antes
del progreso técnico y la TMS, R, existente después:

AF 4 (Y) OFH(Y) gy Yy

Y) OFm(Y)  OFh(Y) gy 0¥ K '
K oK oy oK 9K /

En consecuencia, se puede afirmar que R es independiente del parametro ¢ de progreso
técnico, siempre que la funciéon de producciéon sea holotética bajo dicho progreso técnico.
En consecuencia, la TMS se puede ver como una funciéon invariante con respecto al progreso

técnico.

Nota 4.2. La igualdad entre R y R arriba indicada no debe inducir a pensar en una posible
igualdad entre R y R*, donde R* fuese la TMS de la funcién de produccion f respecto del
capital efectivo K y de la mano de obra efectiva L, la cual si depende del pardmetro de
progreso técnico t.

Nota 4.3. También ha de tenerse en cuenta que todo lo hecho en esta Subseccion ha sido
considerando la TMS de L respecto de K. De manera andloga se podria repetir el estudio
para la TMS de K respecto de L y veriamos que se tiene una correspondiente propiedad de

invariancia de esta ultima TMS con respecto del pardmetro t de progreso técnico.

4.3. Holoteticidad y separabilidad

Como se vio en la ecuacion (5), al aplicar un progreso técnico a una funcion de produc-
cion f que sea holotética, el parametro t de progreso técnico y f se pueden ver de manera
separada. No obstante, para hablar propiamente de separabilidad, previamente debe darse
una definicion de dicho concepto:
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Definicién 4.4. La funcion de produccion Y = f(K,L,t) = g(f(K,L),t) se dice débil-
mente separable con respecto a K, L yt si se verifica:

Jdg Jg
o (3 /) _,
ot -
La derivada que aparece en la expresion que define el concepto de débilmente separable

9K
gL

también podria escribirse como . Pero al ser g una expresion de la funcién de pro-
duccién tras el progreso técnico, entonces dicha derivada resulta ser la derivada de la TMS
R, que ya dijimos en la Nota 4.3 que no depende del parametro ¢ de progreso técnico y,

por lo tanto, su derivada respecto de ¢ ha de ser 0.

Con esto, se demuestra de manera inmediata que las funciones de produccién holotéti-
cas bajo un progreso técnico T" dado verifican la siguiente condicién relacionada con la
separabilidad débil:

Proposiciéon 4.5. Sea f una funcion de produccion holotética bajo un progreso técnico
dado, T. El efecto total de dicho progreso técnico sobre la funcidn de produccion se expresa
en una forma débilmente separable a través de las funciones de progreso técnico. O

Nota 4.6. La funcion débilmente separable no es la funcion de produccion f, sino la

Juncion Fy que se obtiene al aplicar las funciones de progreso técnico a f.

4.4. Holoteticidad y familia de funciones de producciéon

Hay una consideracién méas que puede hacerse sobre el concepto de holoteticidad y que
consiste en ver como la familia de funciones de produccién holotéticas bajo un determinado
tipo de progreso técnico 1" es invariante bajo la accién de las funciones de progreso técnico
de T'. Es decir, el progreso técnico transformaria una funcién de produccién de la familia

en otra de esa misma familia.

La causa de esto radica en que la transformacién asociada al progreso técnico genera
una familia de funciones cuya expresion es Y = Fy [Y] v de tal modo que la relacion entre
el capital K y la mano de obra L no se modifica. Por lo tanto, la funcién de produccién
resultante también es holotética bajo dicho progreso técnico y pertenece a la familia estu-
diada de funciones de produccién. Obsérvese que dicha familia de funciones se expresa en
funcién de la producciéon de partida Y y del parametro ¢ de progreso técnico, que es el que

determina a cada elemento de la familia.

Esta propiedad de invariancia es la que permite emplear la Teoria de Lie en el estudio
del concepto de la holoteticidad, ya que la Teoria de Lie permite realizar un anélisis de
las propiedades de invariancia y, de hecho, es uno de los objetivos centrales de esta teoria,
como se puede comprobar en las paginas 41 y 85-87 de Sattinger y Weaver (1997) y en el
Apéndice F de Fulton y Harris (1991).
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5. Progreso técnico de tipo Lie

En las Definiciones 3.4 y 3.5 se presentaban los conceptos de progreso técnico (T') y
de las funciones de progreso técnico ¢ y 1. A la hora de estudiar la holoteticidad, interesa
que el progreso técnico verifique una serie de propiedades. En concreto, lo que se impone
es que el progreso técnico verifique las propiedades de un grupo de Lie uniparamético, que
son las siguientes:

Propiedades de grupos de Lie:

(GL1) El resultado de aplicar sucesivamente dos transformaciones

R{f:wKLm;},%{KZMKLm;
= (K, L ) L '

es el mismo que el de aplicar la transformacion:

Ttl-i-tQ {

(GL2) La transformacion que se obtiene para el valor —t del parametro coincide con la

= ¢(K’ Lt +t2);
= ¢(K7L,t1 +t2)

[T

inversa de la transformacién obtenida para el valor ¢ del parametro:
T,' K =¢(K,L,~t), L=vy(K,L,~t).

(GL3) La transformacion obtenida para el valor tg = 0 del parametro es la transformacion
identidad:
Th{@:wam:wKLmzm
L=1vy(K,L,ty) =v¢(K,L,0)=L.

Expresando las tres propiedades funcionalmente, usando la composicién de funciones
como producto en las transformaciones T; que definen al progreso técnico, dichas propie-
dades se escribirian en su forma habitual:

(GL1) Ti, o Tyy = Tiytt, -
(GL2) T, ' =T,
(GL3)" Tp = Id, siendo Id la funcion identidad.

Utilizando la nomenclatura propia de la Teoria de Grupos de Lie, el conjunto de todas
las transformaciones incluidas en (3) forma lo que se denomina un grupo continuo finito
uniparamétrico (o solamente grupo uniparamétrico), ya que el parametro ¢ varia continua-

mente en su dominio y las funciones ¢ y 1 son diferenciables respecto a t en dicho dominio.

Definicion 5.1. Si el tipo de progreso técnico T posee las tres propiedades de grupo de
Lie, entonces diremos que es un progreso técnico de tipo Lie.
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5.1. Interpretaciéon econémica de las propiedades de grupo de Lie

Las tres propiedades de grupo que se les ha exigido a las funciones de progreso técnico
pueden interpretarse econémicamente de manera muy sencilla. Para comprobarlo, supon-
dremos que el parametro de progreso técnico ¢ va a representar el ano en el que tiene
lugar el progreso técnico; por tanto, el capital efectivo K y la mano de obra efectiva L

corresponderan, respectivamente, al capital y mano de obra existentes en ese afo.

La propiedad (GL1) puede leerse como sigue: si el capital y la mano de obra disponibles
en los anos t1 y to se expresan como funciones ¢ y ¥ dependientes de los valores del capital
y la mano de obra del ano previo, el capital y la mano de obra existentes en cualquier
momento podrian obtenerse mediante adiciones en el parametro t del tipo t1 + t3. En
consecuencia, conocida la expresiéon de coémo varian el capital y la mano de obra en el
primer afio, t = 1, se podria obtener la de cualquier ano sin mas que considerar t = > ;" | 1,

siendo n el afio del que queremos saber la informacion.

La propiedad (GL2) implicaria el conocimiento del capital y la mano de obra exis-
tentes en el momento inicial a partir de las funciones de progreso técnico y empleando un

parametro adecuado (—t).

La propiedad (GL3) equivaldria a enunciar que el capital y la mano de obra iniciales

son iguales a los efectivos si no suceden cambios técnicos.

Podria pensarse que el imponer estas propiedades al progreso técnico a considerar seria
plantear demasiadas restricciones, pero eso no es asi: la practica totalidad de tipos de
progreso técnico empleados y discutidos habitualmente en la literatura econémica verifican
estas tres propiedades de grupo de Lie.l?

Ademés, estas propiedades son de gran utilidad para distinguir una familia de funciones
de produccion de otra distinta!l y también se puede demostrar que toda funcion de pro-

duccion verifica la propiedad de holoteticidad respecto de algin progreso técnico de tipo
Lie.!?

La herramienta bésica para trabajar con un progreso técnico de tipo Lie es la trans-
formacion infinitesimal del progreso técnico. Esta transformacion consiste en realizar un
cambio infinitesimal en el progreso técnico dado por (3), que afectard a la funcion de
produccion indicada en (2). Para ver claramente la utilidad de esto, debemos estudiar el
comportamiento de las funciones de progreso técnico ¢ y 1 bajo este cambio infinitesimal

108e puede demostrar que todos los tipos de progreso técnico son casos particulares del tipo proyectivo.
Por progreso técnico de tipo proyectivo se entiende cualquier progreso técnico que se obtiene mediante la
integraciéon de una transformacion infinitesimal asociada a un grupo de Lie proyectivo. En consecuencia,
las funciones de progreso técnico poseen estructura de grupo de Lie y el progreso técnico es de tipo Lie
(Sato, 1981, pp. 52-53).

"Este hecho es consecuencia inmediata del Teorema 5.6, demostrado por Sato (1981).

12yéase la Seccion TV del Capitulo 2 de Sato (1981) para una demostracién de este hecho.
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del pardmetro. Considérese, pues, un instante infinitesimal 6t y el cambio dado por las
funciones de progreso técnico:

K = ¢(K, L,dt),

L =(K,L,ét).

Entonces podemos expresar las transformaciones en ese instante infinitesimal como:
K=K - K =¢(K, L)t y SL=L—L=n(K,L)t, (7)
siendo las funciones £ y n las definidas como &(K, L) = (%)tzo yn(K,L) = <%{}>t=0'

La expresion (7) recibe el nombre de transformacion infinitesimal del progreso técni-
co. Sin embargo, se puede expresar dicha transformacion infinitesimal de forma alternativa
empleando el operador de Lie que tiene asociado la transformacion infinitesimal. Por defini-
cion, la expresion del operador de Lie asociado a (7) es el siguiente:

0 0
U=¢K,L)— K, L)—.
(K, L)+ (K, )
La eficacia de la transformacion infinitesimal para estudiar los progresos técnicos reside
en la unicidad de ésta, como puede deducirse de aplicar el Teorema de Taylor a la funcién
de produccién y quedarse con el sumando correspondiente a las derivadas de primer orden.

Esto puede enunciarse como sigue:

Proposicion 5.2. Dado un progreso técnico de tipo Lie, éste posee una unica transforma-

cton infinitesimal independiente. O

5.2. Aplicaciéon econémica: medida del cambio técnico

Existe una manera sencilla de interpretar, dentro del ambito de la Economia, el campo
diferenciable U definido en (7). Mas concretamente, la transformacion infinitesimal del
progreso técnico puede emplearse para cuantificar dicho cambio técnico, permitiendo definir
una medida del mismo. Para ello, se define previamente el concepto de medida de primer
orden del impacto técnico cerca de la transformacion identidad y después se demuestra que

esta medida es expresable en funcién del operador de Lie asociado a la transformacion.

Definiciéon 5.3. Dadas una funcion de produccion Y = f(K,L) y un cambio técnico de
tipo Lie T como el de (3), se define la medida de primer orden del impacto de cambio
técnico cerca de la transformacion identidad como la siguiente derivada:

M(T) = (%’;)tzo.

A la medida M(T) que se acaba de definir también se la denomina, abreviadamente,
medida del cambio técnico.
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Proposicion 5.4. En las condiciones de la Definicion 5.3, la medida del cambio técnico
coincide con el operador de Lie aplicado a la funcion de produccion. Es decir:
of of

M(T) = Uf = €(K, 1) 5% + (K, L) - 51 ®)

Demostracion. Si se le aplica el cambio técnico T a la funcion de produccion Y = f(K, L),

resulta la funcién de produccion

Y:f(Rai) :f(KaLat)a

que, desarrollandola por su serie de Taylor en ¢ = 0, resulta ser:
> of *f 2
FUHE L)+ <3t>to i (atQ 1=0 i

Si se calcula el operador de Lie de la funcién f respecto de las variables K y L, dicho
operador se expresa: ~ ~
_ oK 0 oL 0
oy 0K of 0L of
ot 0K ot 0L
Por propia definicién, las funciones K y L son, respectivamente, las funciones ¢y de
progreso técnico. En consecuencia, se verifican las igualdades:

Ry, oLy _
ot )y Y ot t:O_n’

donde & y 7 son las funciones definidas en (7).

Como la funcién de produccién Y = f(K, L) posee la misma expresion respecto de las
variables K y L que la funcién de produccion Y = f(K, L) respecto de K y L, entonces las
derivadas de ambas funciones de produccién deben tener expresiones analogas respecto de
sus respectivas variables. En virtud de la condicién (GL3), los valores de K y L, cuando
t = 0, corresponden a los valores de K y de L, respectivamente, por lo que tienen que

of\ _of ofry _of
I S 3

En vista de todo lo anterior, se verifica que (ﬁf)tzo =Uf.

verificar:

Por otra parte, la Regla de la Cadena implica aqui que % = % = Uf. Con lo que,

dando el valor ¢ = 0 en dicha expresion, se llega a:

)% _
(875>t=0 = Uiy =UF
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Si se interpreta econdémicamente cada uno de los sumandos aparecidos en la expresion
(8), la Proposicion 5.4 puede leerse como que la medida de cambio técnico es igual a la
suma de los siguiente dos productos:

1. La transformacién infinitesimal del capital por la productividad marginal respecto

del capital (¢ - 88[];)

2. La transformacién infinitesimal de la mano de obra por la productividad marginal

respecto de la mano de obra (7 - 8%)

5.3. Una respuesta a la Controversia Solow-Stigler

Como se ha visto, el operador de Lie de una transformacién infinitesimal de progreso
técnico se utiliza para obtener la medida de primer orden del impacto de un progreso
técnico. Pero existe una segunda utilidad del operador de Lie, que es la de obtener la
caracterizacion de la holoteticidad de una funcién de produccién, como puede verse en el
siguiente resultado, cuya demostracion puede encontrarse en Sato (1981):

Teorema 5.5. Una funcion de produccion es holotética bajo un progreso técnico de tipo Lie

T si y solo si la medida de cambio técnico es funcion de la propia funcion de produccion:

Uf = G(f). O

Esto permite observar que el efecto de cualquier transformaciéon de progreso técnico
sobre f corresponderia a una expresion del tipo Y = €'V . f, pero la holoteticidad y el
Teorema 5.5, permiten expresar Y como una funcién de f y del pardmetro de progreso
técnico.

No obstante, ha de tenerse en cuenta que todo lo anterior parte del supuesto de tener
un progreso técnico y una funciéon de producciéon holotética bajo dicho progreso. Por lo
tanto, es de suma importancia ver si tiene sentido la condiciéon de holoteticidad, esto es:
dado un progreso técnico de tipo Lie, ; existe una funcién de produccién que sea holotética?

Sato (1981) probd que si y lo enuncié como sigue:

Teorema 5.6. Existe una tunica tecnologia holotética bajo un progreso técnico de tipo Lie
dado y en la que el efecto del progreso técnico se transforma completamente en efecto de

rendimientos a escala. O

Este Teorema 5.6 le llevo a dar una respuesta a la Controversia Solow-Stigler, como

puede verse en el siguiente:

Teorema 5.7. El efecto de un progreso técnico T 1y el efecto del rendimiento a escala
de f pueden identificarse independientemente si y solo si la funcion de produccion no es

holotética bajo el progreso técnico T . O
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En consecuencia, puede darse una estimacion tanto del progreso técnico como del efecto
de rendimientos a escala, siempre que la funcién de producciéon que se considere no sea
holotética bajo dicho progreso técnico.

Es mas, si lo conocido es la funcién de producciéon y nos preguntamos cuales son los
progresos técnicos que no conviene considerar a la hora de poder distinguir entre el efecto
de dicho progreso y el efecto de los rendimientos a escala, se nos plantea la necesidad de
conocer los progresos técnicos de tipo Lie bajo los que la funcion de produccion dada sera
holotética. De hecho, se puede probar que existe al menos un progreso técnico de tipo
Lie, aunque realmente el niimero de soluciones sea infinito ya que el progreso técnico se
halla resolviendo una ecuacion diferencial del tipo M (K, L)dK + N(K, L)dL = 0, siendo
el cociente % la TMS.

6. Otras aplicaciones de la Teoria de Lie a la Economia

Ya hemos comentado que los tipos de progreso técnico usados habitualmente en la
literatura verifican las tres propiedades que definen a los grupos de Lie, por lo que no
resultaba una suposiciéon excesivamente restrictiva trabajar con tipos de progreso técnico
con esas propiedades y que se han denominado de tipo Lie. También se ha expuesto el
concepto de holoteticidad introducido por Sato (1981), que permite introducir técnicas
para estudiar por separado los efectos a escala de los provenientes del progreso técnico.

De un modo anélogo, resulta de interés mostrar algunas otras de las lineas de inves-
tigaciéon en las que se emplean los conceptos aqui expuestos. Por ello, haremos un breve
resumen con algunas de las aplicaciones actuales en Economia y que suelen estar rela-
cionadas con el estudio del progreso técnico y de la invariancia econémica.

Conceptos de interés en este contexto son el de representacion de grupo de Lie de la
TMS (consistente en asociar a la TMS un subgrupo uniparamétrico de Lie) y el de com-
patibilidad del progreso técnico con la estructura interna de una tecnologia dada (estudiada
con una condicién sobre el producto corchete de Lie con respecto a la representaciéon de
grupo de Lie de la TMS). La holoteticidad de una funcion de producciéon bajo un progreso
técnico equivaldria a expresar dicho progreso técnico como una combinacién lineal de la
representacion de la TMS y de otro progreso técnico de tipo Lie compatible con la estruc-
tura interna de esa tecnologia. Esto abre la posibilidad de analizar si las condiciones sobre
los productos corchetes son compatibles con las que se requieren a los distintos tipos de

algebras de Lie existentes y estudiados.

También se usan grupos de Lie para estudiar la neutralidad de los progresos técni-
cos mediante el estudio de su invariancia bajo ciertos grupos de transformaciones de Lie
(G-neutralidad). De hecho, los conceptos clasicos de neutralidad (de Hicks, Harrod y Solow)
son casos particulares de este nuevo concepto de neutralidad. Analogamente, las funciones
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de producciéon de Cobb-Douglas pueden obtenerse también del estudio de la G-neutralidad.

Igualmente, se utilizan los grupos y las algebras de Lie en el estudio de la holoteticidad
de tecnologias implicitas, aunque en tal caso no es posible hallar los tipos Lie de cambio
técnico bajo los que una tecnologia implicita es holotética. Esto no es lo que ocurriria en
el caso de las tecnologias explicitas, en las que si pueden determinarse. Es mas, las formas
basicas de las funciones de produccién CES' pueden obtenerse a partir de los grupos de
Lie de transformaciones correspondientes. La clasificacion de estas funciones de produccién
puede, a su vez, obtenerse mediante la propiedad de invariancia de una ecuacion diferencial
bajo un determinado subgrupo uniparamétrico.

Desde hace bastante tiempo se viene empleando en la Fisica la conexién existente entre
simetrias dindmicas o invariancias y las leyes conservativas de un sistema matematico. Los
resultados sobre las propiedades de ecuaciones diferenciales bajo grupos de Lie continuos
llevaron a Emmy Noether (1918) a enunciar el conocido Teorema de Noether. Este teorema
se podria interpretar, en las aplicaciones econdémicas, como un establecimiento de leyes
conservativas de sistemas dindmicos, que dependerian del modelo econémico al que se

refiriesen.

Por dltimo, indicamos la posibilidad de emplear la Teoria de Lie para perfeccionar la
Teoria de Ntimeros Indices. Sato (1981) ya utilizé los grupos de Lie para afrontar el estudio
de varios de los problemas basicos de la Teorfa de Numeros Indices. Asi, estudia la cuestion
de los criterios del test de Fischer-Frisch para un nimero indice y el problema de niimero
indice econdémico invariante. Los test de niimeros indices estudiados hasta la fecha pueden
traducirse a condiciones de transformaciones infinitesimales de grupos de Lie, que se veran
como acciones del grupo de Lie sobre el niimero indice. Un ntimero indice debe satisfacer
las propiedades de invariancia de transformaciones de grupo para ser un indice util de
medida de precios y cantidades.

Con estas consideraciones, pretendemos abrir diferentes lineas de investigacion en las
que el estudio de los grupos o las algebras de Lie facilite la obtencién de resultados mas

cercanos a la Economia.
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RESUMEN

La distribucién de espacios es un problema que habitualmente se presenta
en situaciones reales cuando se deben asignar simultdneamente diferentes
conjuntos de espacios (despachos, habitaciones, salas, etc.) distribuidos en-
tre edificios y/o plantas entre varios grupos de personas de tal forma que
se minimicen las distancias entre los espacios asignados a cada grupo y la
sede de dicho grupo. Esta situacién da lugar a un problema combinatorio
con una funcién objetivo cuadratica, lo cual complica enormemente su res-
olucién mediante un método exacto. Por este motivo, proponemos para su
resolucién un metaheuristico basado en Busqueda Tabd con dos grupos de
movimientos claramente diferenciados: intercambio de despachos y reasig-
nacién de sedes. Finalmente, aplicamos dicho algoritmo a un caso real en la
Universidad Pablo de Olavide de Sevilla (Espana).

Palabras clave: busqueda tabt; problemas de asignacion.
Clasificaciéon JEL: C61; C63.
2000MSC: 90C5H9; 90C27; 90C20; 90C90.

Articulo recibido el 20 de abril de 2006 y aceptado el 12 de mayo de 2006.

25



Tabu Search Algorithm
for a Room Allocation Problem

ABSTRACT

The distribution of spaces is a usual real problem presented when we have
to assign simultaneously different sets of spaces (offices, rooms, halls, etc.).
These spaces are distributed in buildings and/or floors and have to be as-
signed among several groups of people. The aim is to minimize the total
distance among the spaces assigned to each group and its head office. This
situation drives us to a quadratic combinatorial problem, so difficult to solve
with exact methods. This is the reason to propose a metaheuristic method
to solve it, a Tabu Search algorithm with two types of movements: the swap-
ping of two offices and further assignment of head offices. The performance
of the algorithm is demonstrated on a problem related with the Pablo de
Olavide University in Seville (Spain).

Keywords: tabu search; room allocation problems.
JEL classification: C61; C63.
2000MSC: 90C59; 90C27; 90C20; 90C90.
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1. Introduccion y formulacion

El problema de distribuir despachos entre grupos de personas simultdneamente es una
tarea compleja dado que cada grupo valoraré los espacios que le han sido asignadas en
funcién de la sede (planta en la que se encuentra la mayoria del grupo) que le haya sido
también asignada. Asi, el problema es de una complejidad superior dado que debemos
resolver dos problemas de asignacién simultineamente. Por un lado, buscamos el
reparto 6ptimo de las sedes y por otro, una vez conocida ésta, la distribucion optima de
los espacios. Por tanto, una soluciéon posible debe contemplar que todos los grupos
tengan asignado una planta como sede, pudiendo ocurrir que varios grupos compartan
sede, que ninguna habitacion sea asignada a mas de un grupo y que se satisfagan las
demandas de los grupos, es decir, que el total de asignaciones por grupo coincida con el
tamano de éste.

Asi, la formulacion del problema queda de la siguiente forma:

Min. ) > > wl, X, .Y, , (1)

G H P
s.a. ZXp,g =1, para cada g € G, (2)
P
Zth <1, paracada he H, 3)
G
th,g =c,, paracada geG, 4)
H
Xp,g ? Yh,g € {0’1} ’ (5)

donde los conjuntos G, H y P indexan al nimero de grupos, de despachos y de plantas
respectivamente, la variables binarias X, , € ¥, , se definen como sigue:

{1, si al grupo g se le asigna la planta p como sede,
p.8g =

0, en caso contrario,

h,g

1, si la habitacion h es asignada al grupo g,
0, en caso contrario,

wy, representa la valoracion que le da el grupo g a la habitacion 7 si su sede es la

planta p, y ¢, es el nimero de personas que compone el grupo g. En nuestro caso, w;,

representara la distancia (por ejemplo, euclidea) desde la habitacion £ hasta la planta p
en la que se encuentra la sede del grupo g. Este es el motivo por el que el problema esta
planteado como de minimizacion.

Asi, la ecuacion (1) representa el objetivo a minimizar, esto es, la suma total de todas
las valoraciones que los grupos han considerado para cada una de los espacios
asignados; la restriccion (2) obliga a que todos los grupos tengan asignada una Unica
sede; la ecuacion (3) imposibilita que una habitacion sea asignada a mas de un grupo,
pudiendo ocurrir ademds que una habitacion quedase sin asignar (tomando la suma el
valor cero); mientras que (4) fuerza a que el nimero de espacios asignados a cada grupo
coincida con el numero de miembros que lo forman.
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Logicamente, el problema resultaria infactible si la demanda superara a la oferta, es
decir, si:

2.c. >|H|

G

Por este motivo, en todo momento supondremos que la demanda es inferior o igual a la
oferta.

En resumen, el modelo planteado es un problema combinatorio de minimizaciéon con
funcioén objetivo cuadratica. Este problema no corresponde exactamente a ninguno de
los problemas clasicos de optimizacion combinatoria en la literatura, pero presenta
cierta similitud (en cuanto a la formulacion y en cuanto a la situacion real a resolver)
con los problemas de asignacion de espacios, motivo por el cual en el siguiente epigrafe
haremos una breve introduccion a este tipo de problemas.

2. Problemas de Asignacion de Espacios

Habitualmente nos enfrentamos a problemas de reparto de muy diversa indole
(personas, tareas, dinero, objetos,...). Dichos problemas, si no son excesivamente
grandes, los solemos resolver manualmente usando nuestra razén. Pero, cuando el
tamafio de dichos problemas excede de nuestra capacidad, nos vemos obligados a
utilizar herramientas analiticas que nos faciliten su resolucion. Es por ello por lo que
desde hace varias décadas se vienen estudiando este tipo de problemas dentro del campo
de la Programacion Matematica y la Investigacion Operativa dentro de la rama
comunmente conocida como Problemas de Asignacion (allocation problems).

En particular, el problema de la asignacion de espacios ha sido ampliamente estudiado
en los ultimos anos. Asi, por ejemplo, Carter (1989) y Carter y Laporte (en Burke y
Carter, 1998) trabajan con la problematica de asignar aulas a las distintas asignaturas de
una universidad, Lopez Garcia et al. (2002) estudian la distribucion optima de salones
entre los multiples cursos de verano en una universidad y Ciriani et al. (2004) proponen
un algoritmo para el reparto de despachos de un pasillo. Aunque en cada uno de estos
problemas se trabaja con un conjunto de restricciones especifico, la base de la gran
mayoria de estos problemas combinatorios es el de la “concentracion”, es decir, cada
grupo (ya sea de alumnos, de conferencias o de personas de un departamento) busca que
los elementos que le han sido asignados (aulas, salas de conferencias o despachos) estén
lo mas proximos posible unos de otros. No obstante, tal como se ha comentado antes,
ninguno de los trabajos anteriores es exactamente igual al propuesto y por ello no se
pueden comparar las soluciones obtenidas con otros métodos o algoritmo de la
literatura.

Debido a que la mayoria de los problemas de este tipo son NP-completos (véase Garey
y Johnson (1975) para mas detalles), algunos de los métodos exactos se han demostrado
poco eficientes y lentos (computacionalmente hablado). Es por esto por lo que los
algoritmos metaheuristicos estan siendo utilizados cada dia mas para este tipo de
problemas de asignacion y otros de similares caracteristicas. Distintos procedimientos
de busqueda como la Busqueda Tabu (Laguna et al. (1995), Diaz y Fernandez (2001),
Kelly et al. (1994) o Lopez Garcia et al. (2003)), los Algoritmos Genéticos (Wang at al.
(2002)), el Temple Simulado (Herault y Privault (1998)), concatenacion de
movimientos simples y path relinking (Yagiura et al. (2004)), logic cuts (Osorio y
Laguna (2003)) o los basados en Colonias de Hormigas (Middendorf et al. (2002)) se
estan utilizando con gran éxito en estos tipos de problemas. Mds recientemente, los
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problemas de asignacion estan siendo estudiados con objetivos multiples utilizando
también algoritmos metaheuristicos (Gandibleux et al. (2003) y Gandibleux et al.
(2004)).

Las siguientes secciones estan estructuradas de la siguiente manera. En la Secciéon 3
recordamos los conceptos bésicos de la Busqueda Tabu y en la Seccion 4 exponemos
con detalle el algoritmo que proponemos. En la Seccidon 5 contrastamos el algoritmo
propuesto con 80 instancias generadas aleatoriamente para este problema. Finalmente,
en la Seccion 6 aplicamos dicho algoritmo al caso real de la Universidad Pablo de
Olavide y en la Seccion 7 presentamos las conclusiones.

3. La Bisqueda Tabu

La busqueda tabu (TS) es un procedimiento heuristico de memoria adaptativa propuesto
por Glover en 1986 (Glover, 1986) para la busqueda de los Optimos globales (resp.,
soluciones eficientes) en problemas de optimizacidon mono-objetivo (resp.,
multiobjetivo). TS esta siendo aplicado exitosamente en las Gltimas décadas en multitud
de problemas complejos (continuos y discretos, lineales y no lineales, convexos y no
convexos, etc.) en diferentes areas cientificas (tal y como se puede ver en Glover y
Laguna (1997)).

TS explora el espacio de soluciones a través de repetidos movimientos desde una
solucion a la mejor de sus vecinas tratando de evitar los Optimos locales. Para un
problema mono-objetivo, TS realiza una buisqueda por entornos en la cual se desplaza
en cada iteracion a la mejor solucion no tabu del vecindario de la solucion actual. Los
principales atributos de cada solucion visitada son almacenados en una lista tabli por un
determinado nimero de iteraciones para evitar que estas soluciones sean revisitadas, es
decir, para evitar ciclos en la busqueda por entornos. Asi, un elemento del vecindario de
la solucidn actual es declarado tabu (es decir, es prohibido) si alguno de sus atributos
estad en la lista tabi. En general, un método basado en busqueda tabt requiere de los
siguientes elementos:

1. Solucidn inicial. La busqueda debe comenzar desde una solucion inicial que podria
ser cualquier solucion admisible que satisfaga las restricciones del problema. Una
buena solucion inicial podria acelerar la busqueda con el consiguiente ahorro de
tiempo. Dicha solucion puede ser generada aleatoriamente o utilizando funciones
avidas o greedy functions (funciones que incorporan informacion adicional del
problema utilizadas como estrategias para generar puntos de mejor calidad).

2. Movimiento. Un movimiento es un procedimiento aleatorio o deterministico por el
que se genera una solucion admisible a partir de la solucion inicial. Usualmente, este
procedimiento es sencillo para el caso de problemas combinatorios, pero mucho mas
complejo para el caso de problemas de optimizacién continuos.

3. Vecindad. Dada una solucion S, la vecindad N(S) es el conjunto de todas la soluciones
admisibles que pueden ser generadas por la ejecucion de un movimiento sobre la
solucion actual S. Este conjunto suele ser numerables para problemas combinatorios
y, en aquellos casos en los que N(S) sea grande, se suele operar con un subconjunto de
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¢ste. Para problemas continuos, los posibles vecinos son no numerables y se debe ser
mas creativo para definir N(S).

4. Lista tabu. Es un mecanismo de memoria adaptativa que trata de evitar que la
busqueda entre en un ciclo o quede atrapada en un 6ptimo local. Una vez que un
movimiento, que genera una nueva solucion, es aceptado, su movimiento inverso se
anade a la lista tabu y permanece en ésta un nimero determinado de iteraciones. Si el
tamano de la lista tabli es pequefo, entonces la busqueda se intensifica en una
determinada area del espacio, mientras que si el tamafo de la lista es grande se
enfatiza la busqueda en diferentes regiones del espacio de soluciones.

5.Criterio de parada. En general, la busqueda termina después de un numero
determinado de iteraciones, después de un tiempo de computacion predefinido o
cuando se alcaza un nimero dado de iteraciones sin mejorar la mejor solucion.

No obstante, dentro de un TS se puede encontrar una gran variedad de estrategias
destinadas a mejorar la busqueda como, por ejemplo, criterios de aspiracion, que admite
movimientos tabu si se satisface el criterio de aspiracion (por ejemplo, se mejora el
valor de la funcidon objetivo de la mejor solucion encontrada hasta ese momento) con
idea de cruzar las barreras impuestas en las restricciones tratando de encontrar otras
zonas factibles mas prometedoras; fases de intensificacion, que permite concentrar la
busqueda en aquellas zonas mas prometedoras; fase de diversificacion, que permite
desplazarse hacia zonas no exploradas, etc. Una referencia basica acerca de TS se puede
encontrar en Glover y Laguna (1997).

4. Algoritmo propuesto

A continuacion mostramos los detalles del heuristico propuesto para resolver el
problema planteado. El algoritmo que presentamos se basa en una busqueda local
mediante el uso de una lista tabt que inicializamos apropiadamente. El pseudocodigo se
muestra en el siguiente esquema:

Estructura basica del algoritmo

- Generar una solucion inicial .
- Inicializamos la solucion y la lista tabu: Sinai= So, T={Sq).
- Fase de acercamiento: En cada iteracion t:
Repetir (hasta condicion de parada):
1. Generar vecindario tipo 1, N(sy), y eliminamos las soluciones tabu, N(s)=N(sy)-T.
2. st+1 es seleccionado verificando f(st+1) = min{f(s) : seN(sy) }.
3. Sif(St+1) < f(Shinal), Stinal = St+1.
4. Actualizar T.
Fin acercamiento.
- Fase de Intensificacion:
Repetir (hasta condicion de parada): En cada iteracion t:
1. Generar un vecino de tipo 2, N(sy).
2. Aplicamos una Fase de Acercamiento.
Fin Intensificacion.

Pasamos a continuacion a describir las caracteristicas especificas del algoritmo.
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4.1. Generacion de la solucion inicial

Esta generacion se realiza a través de un procedimiento avido. Asi, asignamos las sedes
a los distintos grupos bajo criterios de volumen de los grupos y capacidad de los
edificios. Concretamente, ordenamos los grupos en funcion del tamafio de mayor a
menor, y siguiendo este orden, asignamos al grupo la planta con menor holgura por
exceso, y si esto no es posible, la planta con menor holgura por defecto. A continuacion,
y respetando el orden anterior, vamos asignados los distintos espacios a cada uno de los
miembros de cada grupo. Como veremos en secciones posteriores, este semillado es
muy efectivo y, en algunas de las instancias, estd muy proxima a la solucion 6ptima
final.

4.2. Fase de acercamiento

- Vecino tipo 1. En esta fase se intentard mejorar el valor de la funcion objetivo
realizando intercambios del tipo 1-1, es decir, intercambiando o reasignado a dos
individuos mal colocados (es decir, individuos colocados en una planta o edificio
distinto de la sede de su grupo). Fijamos a un individuo mal colocado y lo incluimos
en la lista tabu (es decir, no volvera a ser considerado un cierto numero de
iteraciones). A continuacion, distinguimos tres tipos de movimientos posibles: (a) si
hubiese sitio en su sede, lo reasignamos a su sede, (b) si la planta de su sede esta
llena pero hubiese un individuo de otro grupo mal colocado ocupando una
habitacion, los intercambiamos, (c) si la planta de su sede esta llena de individuos
bien colocados, entonces buscamos acercarlo a su sede mediante un intercambio con
otro individuo también mal colocado.

4.3. Fase de Intensificacion

En esta fase probamos a mejorar la solucién encontrada cambiando aleatoriamente las
asignaciones de las sedes iniciales, para luego reparar la solucion de una forma acorde a
esta nueva distribucion de las sedes de cada grupo. Para ello, generaremos el siguiente
tipo de vecinos:

-Vecino tipo 2. Generamos aleatoriamente un nimero N entre 1 y el nimero de grupos y
reasignamos aleatoriamente las sedes a N de los grupos elegidos aleatoriamente.

De esta manera damos un salto dentro del espacio de las soluciones, pero la mayoria de
los individuos estaran mal colocados. Es por esto que a continuacion realizamos una
busqueda intensiva para mejorar el punto actual en el que nos encontramos. Es decir, se
procede a recolocar (utilizando el esquema de movimientos de la fase de Acercamiento)
los individuos que tras esta reasignacion de las sedes han quedado mal colocados.

4.4. Criterios de parada

Con idea de que el algoritmo sea lo més auténomo posible, hemos utilizado criterios de
parada auto-ajustables dependiendo de la oferta y la demanda. En primer lugar, el
criterio de parada para la fase de acercamiento se reajusta en cada ciclo con un valor
igual al niimero total de miembros mal colocados (siempre que el valor de la funcion
objetivo no sea cero). De esta forma, buscamos mejorar la solucion encontrada
redistribuyendo a los individuos mal colocados. Para la fase de intensificacion, y dado
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que la holgura juega un papel relevante en el problema, tomamos como criterio de
parada que el nimero de iteraciones no supere a:
Departamentos * Plantas
Oferta— Demanda +1
(también si el valor de la funcidn objetivo no es cero).

5. Implementacion y resultados

El algoritmo presentado se implement6 bajo un entorno Windows utilizando el lenguaje
C++ en su version 6.0. Dicha implementacion se ha utilizado en un PC de sobremesa
con el sistema operativo Windows XP con un microprocesador de Intel Pentium a 1.5
GHz. y una memoria RAM de 512 MB.

Para este problema no existen instancias en la literatura ni otros métodos con los que
comparar resultados (cada uno de los trabajos comentado en la Seccién 2 incorpora
restricciones distintas que lo hacen diferente al nuestro). Por este motivo se ha generado
un conjunto de instancias (que se describen a continuacidén) y que se han resuelto,
aunque no se ha comparado con ningiin otro método al no existir otro método por el
momento para este mismo problema.

Asi, para comprobar la eficiencia del algoritmo se han generado 80 instancias
clasificadas en cuatro conjuntos que describimos a continuacion. Si denotamos por m al
niumero de grupos que debemos distribuir, por n al nimero de plantas o edificios
disponibles y por s a la holgura total de la que se dispone, es decir, la diferencia entre la
oferta total y la demanda total, denotaremos por m n s a la instancia generada para
ubicar a m grupos en las n plantas (o edificios) con una holgura total de s espacios.

Como coeficientes w;, tomaremos la distancia euclidea del edificio donde se encuentra

el despacho 4 al edificio p si éste fuese la sede del departamento g, una vez que
asignamos aleatoriamente coordenadas en el plano a cada edificio. Los cuatro grupos de
instancias generados van aumentando de tamafo, y por tanto de dificultad, en los
parametros m y n. Dentro de cada grupo de instancias hacemos variar el pardmetro s
desde 0 hasta 19. Asi, los cuatro grupos de instancias corresponden a los valores (m,n) =
(10,5), (m,n) = (15,7), (m,n) = (20,10) y (m,n) = (25,12).

Los resultados para cada grupo de instancias se presentan en las tablas 1, 2, 3 y 4,
respectivamente. En la columna Valor alcanzado mostramos el mejor valor de la
funcién objetivo obtenido por el algoritmo, en Mal colocados mostramos el porcentaje
de individuos que finalmente quedan mal colocados (fuera de sus sedes), en Tiempo
mejor mostramos el tiempo, en segundos, en el que el algoritmo alcanza el mejor valor
y en Tiempo total el tiempo de ejecucion del algoritmo.
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Instancia Valor alcanzado Mal colocados (%) Tiempo mejor Tiempo total

10 5 0 5.012 2 0.64 2.84
10_5_1 1 1 0.61 1.71
10_5_2 1.341 3 0.56 1.33
10 5 3 0.632 0.5 0.41 0.99
10 5 4 2.166 4 0.37 0.86
10 5 5 2.088 2 0.36 0.67
10 5 6 3.298 4 0.52 0.82
10 5_7 1.253 0.5 0 0.87
10 5_8 3.893 45 0.62 0.78
10_5_9 0 0 0 0.38
10_5_10 0 0 0 0.50
10_5_11 0 0 0 0.66
10_5_12 2.8 3.5 0.48 0.52
10_5_13 0 0 0 0.53
10_5_14 0 0 0 0.43
10_5_15 3.354 25 0.46 0.62
10_5_16 0 0 0 0.64
10_5_17 0 0 0 0.72
10_5_18 1.104 0.5 0.49 0.60
10 5 19 0 0 0 0.38

Tabla 1. Resultados obtenidos para el conjunto de instancias (m,n)=(10,5).

En la Tabla 1 se aprecia, como era esperable, que el valor alcanzado tiende a mejorar a
medida que la holgura, s, aumenta. Es mas, en algunos problemas el valor de la funcién
objetivo conseguido es cero, obteniéndose por tanto un 100% de éxito en las
asignaciones de los despachos. No obstante, el valor alcanzado puede empeorar para
valores de s grandes debido a que otros pardmetros como el numero de despachos por
planta es también determinante a la hora de obtener un reparto 0ptimo de los espacios
disponibles.

Instancia Valor alcanzado Mal colocados (% Tiempo mejor Tiempo total
1570 4.539 2 7.83 13.23
15 7 1 2.148 1.33 0.37 6.19
157 2 3.267 1 0.47 4.27
157 3 1.683 1 0.82 3.11
157 4 0.962 1.33 0.51 2.94
157 5 0.6 0.33 0.37 2.02
157 6 6.974 3 0.56 1.88
1577 2.543 1.33 0.42 2.08
15 7 8 0.761 0.33 0.30 1.41
157 9 0 0 0 0.43
15 7 10 0.5 0.33 0.5 1.93
15 7 1 0 0 0 0.87
15 7 12 0 0 0 0.52
15 7 13 0 0 0 0.80
15 7 14 0 0 0 0.55
15 7 15 0 0 0 1.06
15 7 16 0 0 0 0.36
15 7 17 0 0 0 0.46
15 7 18 1.8 3 0.76 0.91
15 7 19 0 0 0 0.46

Tabla 2. Resultados obtenidos para el conjunto de instancias (m,n)=(15,7).

De nuevo, en la Tabla 2 se aprecian comportamientos similares a los obtenidos
anteriormente. No obstante, merece la pena destacar que en esta ocasion los tiempos
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requeridos son ligeramente superiores debido a la mayor dificultad de éstos (esto se
aprecia con mayor claridad en las instancias de las Tablas 3 y 4).

Instancia Valor alcanzado Mal colocados (%) Tiempo mejor Tiempo total
20 10 O 13.466 11 19.09 85.41
20 10_1 5.683 2.25 8.80 32.04
20 10 2 5.375 3.25 17.02 21.28
20 10_3 6.200 3 11.01 13.94
20 10 4 3.002 3 432 11.2
20 10 5 10.136 6.5 2.55 11.33
20 10 6 34 2.5 0.46 8.49
20 10 7 0.6 1.5 04 6.058
20 10 8 1.788 2 0.42 6.32
20 109 1.7 1.25 0.44 5.57
20_10_10 8.9 4.75 0.38 6.64
20 1011 13.336 5.5 0.46 6.48
20 10 12 0.9 9.5 3.54 5.41
20 10 13 0 0 0 0.32
20 10 _14 5.4 2.25 0.56 3.99
20 10 _15 2 4 0.49 3.95
20 10 _16 0 0 0 0.41
20 _10_17 0 0 0 0.31
20 10 _18 0 0 0 0.45
20 10 19 10.351 6.25 1.06 4.09

Tabla 3. Resultados obtenidos para el conjunto de instancias (m,n)=(20,10).

Instancia Valor alcanzado Mal colocados (%) Tiempo mejor Tiempo total
2512 0 7.447 1.8 100.9 166.06
25 12 1 12.148 5.2 39.67 86.073
25 12 2 3.713 1.2 9.07 53.907
25 12 3 4.456 4.2 9.61 42.47
25 12 4 5.745 5.6 4.17 36.73
25 12 5 32.676 14.2 3.27 42.45
25 12 6 4.967 3 16.78 21.67
25 12 7 12.308 5.2 13.10 21.79
25 12 8 2.909 1 0.63 14.8

25 12 9 10.044 4.4 4.12 18.57
25 12 10 4.603 34 0.43 15.93
25 121 1.341 1.2 0.57 11.92
25 12 12 1.2 0.8 0.50 12.76
25 12 13 0.1 0.2 0.28 10.70
25 12 14 4.110 2.6 0.3 13.17
25 12 15 5.735 3.6 10.49 10.62
25 12 16 0 0 0 0.50

25 12 17 32.177 10.2 3.09 14.03
25 12 18 5.465 34 0.42 8.943
25 12 19 1.131 0.8 0.74 8.092

Tabla 4. Resultados obtenidos para el conjunto de instancias (m,n)=(25,12).

Finalmente, en las Tablas 3 y 4 mostramos los resultados obtenidos para las instancias
mas complejas. Es apreciable tanto en los porcentajes de individuos mal colocados
como en los tiempos requeridos para la obtencion de la solucidon que a medida que el
tamafio del problema crece, la complejidad aumenta debido a las multiples
combinaciones posibles. No obstante, hay que resenar que el valor ideal deseable por
todos los grupos (valor alcanzado = ()) no siempre es posible alcanzarlo y que, por
tanto, los porcentajes tan bajos obtenidos en individuos mal colocados son muy
destacables.
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Estos resultados nos parecen prometedores, tanto en calidad de las soluciones como en
tiempo de computacion. Sin embargo, como ya se ha senalado, no existen resultados
previos con los que compararlos u otros métodos conocidos para resolver este problema.

6. Aplicacion a la Universidad Pablo de Olavide de Sevilla

La Universidad Pablo de Olavide (UPO) se funda en 1997 en Sevilla (Espafia) sobre los
cimientos de la antigua Universidad Laboral. Inicialmente, la UPO conté con tres
edificios rehabilitados donde, sin ningun criterio de concentracion, se fueron alojando
los profesores los primeros afios. Es mas, con idea de no beneficiar a ningln
departamento, podiamos encontrar a profesores de cualquiera de los departamentos
existentes practicamente en todas las plantas disponibles para despachos. Varios afios
mas tarde y una vez que otro grupo de edificios habian sido también rehabilitados para
aulas y despachos, la Universidad se plantea redistribuir a su plantilla bajo el criterio de
la mayor concentracion posible, al menos para el profesorado que trabaja a tiempo
completo en dicha Universidad. En ese momento, la UPO contaba con 6 edificios para
la distribucion del profesorado. Cada edificio cuenta con tres plantas para despachos y
unos 25 puestos de trabajo de media por planta. Ademas, la UPO contaba con un total
de 9 departamentos con un total aproximado de 425 profesores a tiempo completo.
Finalmente, la holgura que conseguimos para nuestro problema fue Unicamente de 2
despachos. Por tanto, nuestro problema era del tipo 9_6_2. Obsérvese que, dado que hay
mas departamentos que edificios, varios de los departamentos se veran obligados a
compartir edificio.

K il ' i
Figura 1. Plano general de la Universidad Pablo de Olavide.

Dado que el criterio que se iba a seguir era el de la concentracion del profesorado de un
mismo departamento, la valoracién que seguimos para cada uno de los despachos fue la

de distancia a la sede. Asi, w/, representa la distancia del despacho /4 al edificio p si

¢éste fuese la sede del departamento g.

Una vez introducidos los datos del problema, el algoritmo encontré una buena solucién
en 3.7 segundos, quedando la distribucion de la siguiente manera: Los departamentos 1,
2,3,4,5,6y 7 alcanzaron el 100% en la colocacion del su profesorado en los edificios
donde se encuentran sus sedes, mientras que los departamentos 8 y 9 alcanzaron el
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71,05% y 75% respectivamente. De manera global, concluimos que el 96,94% del
profesorado se encuentra en el edificio de su sede.

7. Conclusiones

Presentamos un algoritmo tabu para un problema de distribucion de espacios en el que
debemos distribuir habitaciones entre personas divididas en grupos de tal forma que los
miembros de un mismo grupo estén lo mas cerca posible a la sede de su grupo. Es por
esto que la valoracion que cada grupo dard a una habitacion variara dependiendo de la
sede de éste.

El algoritmo propuesto es un metaheuristico de busqueda local basado en la busqueda
tabu. Intercalamos apropiadamente distintas fases de acercamiento e intensificacion. En
la fase de acercamiento consideramos movimientos simples para la mejora inmediata de
la solucion, mientras que para la fase de intensificacion consideramos movimientos del
tipo “cambio de sedes” para explorar otras estructuras sobre la base de una misma
solucion.

Contrastamos el algoritmo con 80 instancias cuya dificultad aumenta gradualmente y
donde comprobamos que la eficiencia del algoritmo es alta. Logicamente, mientras
mayor holgura tenga el problema, es decir, mayor diferencia entre la oferta y la
demanda, la solucion que encontramos es de mejor calidad.

Finalmente, aplicamos el algoritmo al caso real que nos presenta la Universidad Pablo
de Olavide de Sevilla para la 6ptima distribucion del profesorado bajo el criterio de la
concentracion de éste de los departamentos que la componen. Aunque el problema tiene
unicamente una holgura de dos despachos, el algoritmo nos proporciona una solucién
con un nivel de concentracion global del profesorado del 96,24%.
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RESUMEN

El proceso de comparacion estructural de una economia a través de la pro-
duccién, el valor anadido bruto en términos absolutos y el empleo arroja una
serie de interrogantes sobre las distintas fuentes de variacién estructurales
en los procesos productivos a nivel sectorial entre dos regiones. El andlisis
input-output de descomposicién estructural estudia dichas fuentes a partir
de cuatro tipos diferentes de causas: diferencias en procesos tecnolégicos,
en demanda final interior, en comercio exterior y en la productividad labo-
ral. En este trabajo se aplica una variante del procedimiento propuesto por
Skolka (1989) para el andlisis de las estructuras productivas de una misma
region en distintos momentos del tiempo, que consiste en la realizacién de
un andlisis interregional (entre regiones) dentro de un mismo periodo, a
saber, entre una regién como la Comunidad de Madrid, caracterizada por
ser una economia de aglomeracién, y Andalucia, una de las regiones menos
desarrolladas en Espana.
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Input-Output Structural Decomposition
for Andalusia and Madrid (Spain)

ABSTRACT

The structural comparison of an economy, as represented, for example, by
variations in the level of outputs, value added and of employment, raises
questions about the sources of structural differences between two differ-
ent regions through different production processes of individual industries.
Input-output structural decomposition can ascribe the source of these differ-
ences to four kinds of causes: production technological processes, domestic
final demand, foreign trade and labour productivity. Through input-output
analysis, this paper develops a variant of Skolka’s (1989) procedure for inter-
temporal structural analysis of a region, which consists in an inter-regional
analysis for a predetermined period of time between Andalusia, one of the
less developed regions in Spain, and the Community of Madrid, which is a
good example of an agglomeration economy.

Keywords: input-output analysis; structural change; regional economy.
JEL classification: R11; D57; C67.
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1. Introduccion

Las diferencias estructurales que se pueden producir entre dos economias a nivel
sectorial pueden analizarse a través de la produccion, del valor afiadido bruto y del
empleo de cada una de ellas, no sin arrojar determinadas incognitas sobre los origenes
y/o causas de dichas diferencias. No obstante, el andlisis input-output de
descomposicion estructural permite identificar estas fuentes de variacion en cuatro
categorias diferentes: diferencias en procesos tecnoldgicos, en la demanda final interior,

en el comercio exterior y en la productividad del trabajo.

Segun el trabajo de Skolka (1989), el analisis del cambio o variacion estructural,
ya sea de manera intertemporal en el primer caso o entre regiones en el segundo, esta

fuertemente relacionado con dos aspectos fundamentales:

(a) Las fuentes de los cambios o variaciones en las posiciones de mercado de los
distintos sectores. El estudio de este aspecto lo abordaremos aplicando el
analisis input-output de descomposicion estructural sobre la ldgica del
modelo input-output a las diferencias en la produccion, el valor afiadido y el
empleo propiciados por distintos procesos tecnoldgicos, variaciones en la

demanda final interior, el comercio exterior y la productividad del trabajo.

(b) Las divergencias estructurales motivadas por la accion directriz de los
gobiernos en la realizacion de sus respectivas politicas econdmicas. Este
aspecto no so6lo es dificil de estudiar sino que se escapa a nuestras
pretensiones en este documento, por lo que centraremos nuestra atencion en

el apartado anterior.

El objetivo de este documento no es analizar el cambio estructural a lo largo de
un periodo en una region o pais determinado sino analizar dos estructuras productivas
tan dispares como son la de la Comunidad de Madrid y la de Andalucia. Por ello, seria
mas correcto hablar a partir de ahora en términos de variaciones o diferencias mas que

de cambios, puesto que ello implicaria en alguna medida el transcurso del tiempo. Por
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un lado, tenemos una Comunidad Autonoma uniprovincial cuya capital de provincia es
precisamente una de las ciudades mas grandes y abiertas del pais y en la que se
desarrollan, sobre todo, economias de aglomeracion en torno al sector servicios. Por
otro lado, tenemos una economia, como la andaluza, formada por ocho provincias y que
figura en los ultimos puestos en términos de desarrollo de Espafia e incluso de toda la
Unién Europea. En definitiva, nuestro objetivo sera establecer las causas y fuentes que
originan la diferencia en términos de produccion, valor afiadido y empleo que separan
una estructura productiva caracterizada como una economia de aglomeracion y una

economia poco desarrollada.

En el siguiente apartado se explican los aspectos metodologicos sobre el anélisis
de descomposicion estructural que van a servir de marco para el analisis de resultados,
que se exponen en la seccion tercera para los casos de Andalucia y Madrid. Finalmente,
en el cuarto apartado se expondran las conclusiones a las que se llegan a la vista de los

resultados obtenidos.

2. Analisis input-output de descomposicion estructural: metodologia

El analisis de descomposicion estructural puede definirse segiin Rose y Miernyk
(1988) como un método para distinguir los grandes cambios en una economia por medio
de un estudio estatico comparativo de un conjunto de pardmetros clave. Sus origenes se
remontan al clasico trabajo de Leontief (1941) sobre la estructura econémica de los
Estados Unidos. Més tarde, en los afios sesenta, autores como Chenery, Shishido y
Watanabe (1963) y Carter (1960) desarrollaron aun mas este método. En nuestro trabajo
aplicaremos un conjunto de ecuaciones que Skolka (1984 y 1989) propone en uno de
sus principales trabajos para la economia austriaca, aunque la aplicacion se establezca

para comparaciones interregionales (Fay y Fink, 1976).
La disparidad entre dos estructuras productivas cualesquiera se puede presentar

a través de la produccion, el valor afiadido y el empleo. De tal manera que para cada

sector obtendremos lo siguiente:
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donde x hara referencia a la produccion, v al valor afiadido e 7/ al nimero de empleados

en cada sector j para Andalucia y Madrid.

A su vez podemos definir las siguientes variables: la proporcion para cada sector
del valor afiadido bruto sobre su produccion total (a,g) y la proporcion del nimero de
empleados sobre el valor anadido bruto total para cada sector (a; ;). De esta manera,
junto con los postulados del modelo input-output de Leontief sobre la produccion en

funcion de la demanda final obtendremos las siguientes expresiones a partir de (1), (2) y

(3). Esto es,

M 4 M1V om AT 4
Ax . =x"] —x.z[l—A } Y —[I—A} Y 4)
J J J

M A M M A A
Av.=v_ —v5 =a . x_ —a’ .x° 5
JoJ J ) v(j)J ®)
Al =M _A_ M M_,4 4 (6)

. C=an,, WV, —ay, Vi
Joog 7 I IG)
siendo para Madrid por ejemplo:

(- aMyxM _yM

donde X" es el vector columna de produccion, ¥ el vector columna de demanda final
interior (excluidas las importaciones respectivas), 4 la matriz de coeficientes técnicos

interior correspondiente e / la matriz identidad.
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Asimismo, las expresiones (4), (5) y (6) pueden transformarse de la manera

siguiente:

| 1 1
M4 |, M\ (4 A (, MY oM 4
aej =l - _[(1 y ) (1 y ) }Y +(1 y ) oM _ydy (7
M A M 4 A4 MM _ 4
Avp=vi —v; ‘{“v(j) “v(ijj Tay) [’“j xj} ®
oM A [ M o4 A M [ M A4
My=17 =13 [“l(j) a[(,-)}j ”I(j)[vj VJJ ©)

de manera que se pueden identificar las variaciones de produccion, valor afiadido y
empleo como una suma ponderada de aquellas diferencias originadas por los
coeficientes técnicos (de produccién, empleo o valor anadido) y aquellas otras
procedentes, segun el caso, de variaciones en la demanda final, la produccion y el valor
afiadido. Ciertamente, las ponderaciones que se obtienen en cada uno de los casos no
dejan de ser meras imposiciones del propio método matematico. Esto es, en el caso
temporal resulta evidente que el periodo 1 es posterior al periodo 0 y estudiamos la
diferencia o cambio estructural del primero respecto al segundo. Sin embargo, no esta
totalmente claro que, al tomar diferencias entre regiones en un mismo momento del
tiempo, sepamos distinguir quién difiere de quién. Por ello, en este documento hemos
partido de la hipotesis a priori de que se estudian las diferencias estructurales de Madrid
respecto a Andalucia y como consecuencia se establecen las ponderaciones que en las

expresiones (7), (8) y (9) figuran.

En la expresion (7) las diferencias en los valores de produccion solo vienen
explicadas a partir de la matriz de coeficientes técnicos respectiva de Andalucia y
Madrid y a partir de la demanda final. En la expresion (8) las variaciones en el valor
anadido vendran originadas por las diferencias de produccion de (7) y la contribucion
del valor afiadido por unidad producida de cada sector. Por tltimo, en la expresion (9)
obtendremos las variaciones en el empleo en virtud de las diferencias de valor afiadido

(8) y las variaciones de la productividad en el empleo de cada rama productiva. No
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obstante, como es evidente, dichos factores no son los tnicos que pueden explicar las
diferencias de valor afiadido, empleo y produccion existentes entre dos estructuras
productivas. En nuestro analisis, y siguiendo a Skolka (1989), desagregaremos atin mas
los factores que integran la demanda final para que en la ecuacion (7) se obtengan
variaciones de produccion debidas a diferencias en los procesos tecnologicos, en la
composicion de bienes y servicios dentro de la demanda final y las exportaciones, la
composicion de la demanda final (consumo frente a formacidon bruta de capital), la

dependencia importadora en general, entre otros.

El proceso de descomposicion estructural que hemos seguido (Skolka, 1989)
parte de la especificacion inicial del modelo de demanda de Leontief. Esto es, para

Madrid por ejemplo:

(- aMyxM _yM

De esta manera, la produccion para cada sector en Andalucia y Madrid se puede

establecer matricialmente de la forma siguiente:

~1

[I—AM(d)} Y(‘Z[):XM (10)

[1_ AA(d)TIYA _ A an
(d)

donde (d) hace referencia al caracter interior de los valores de produccion, demanda

final y matriz de coeficientes técnicos.

Asi, la demanda final regional de Andalucia, por ejemplo, puede expresarse en
funcion de dos grupos de componentes o fuentes de variacion: las exportaciones y la
demanda final interior formada por el consumo y la formacioén bruta de capital (k=2).

Esto es,
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A A A
Yy = Nayie * Nayie (12)

donde obtendremos la demanda final interior en Andalucia del sector i de cada

componente k£ sumada a las exportaciones andaluzas del sector i correspondiente.

Si a la expresion (12) le sumamos y restamos la siguiente expresion:

E

A A
Yo, | ——
(d)lk(DAJ

en la que E4 y D4 son las exportaciones y la demanda final total de Andalucia,

obtendremos:
E E
A _ A A A A | A A
Yy = Nayie T X ayie TV ayin { D, ] Y ik { D, J (13)
que agrupando convenientemente:
A A
Y Y
A A (d)ik ( ) _ (d)ik
Yy = Yayie t D, Dy+ky D, (2,4) (14)

Por otro lado, sabemos que la demanda final andaluza total se compone de las
exportaciones (E4) y de la demanda final interior (D), con lo que tendremos:

YA -p +E (15)

(t) A A

y sustituyendo en (14):
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o o
yA _yA Dk a4 (d)ik (EA) (16)

()i~ (dyie " p L, O D

Por ultimo, si en cada sumando de la expresion (16) multiplicamos y dividimos

por las cantidades convenientes obtendremos:

A A A A Ay A
oA _ypa | B0 | @ik ] ok | T (£ ) W'k |
(d)i (d)i 4 D, O y4 D A)| A, A4
- E ) T T k) A {OX0%

donde Y*); hace referencia al valor total del componente k de la demanda final interior

en Andalucia. Asi, si construimos en forma matricial los siguientes vectores:

T
Y(fl)m Y(fl)nk
o0k L
Y(I;l’)le

BE E‘A

(d) '
Yame
L Fa J(nx1)

46



(d)

LA J(kel)

y siendo ademas:

E
E = _A
‘@)=, 4
0

podemos establecer ya a partir de (17) las siguientes expresiones para Andalucia vy,

analogamente, para Madrid:

— _1 A
L Ad) D _E E ~E A_ A
I-4 } [B(d)C(d)(l C(d))+B(d)C(d)} Y(t) X (18)

- -1
M(d) D
-4 } [%C(d)

E E ~E (" M M
(”C(d)j”(d)(j(d)} Yo =% (19)

Por todo ello, tanto la demanda final como los inputs intermedios se ponderaran
segin la ecuacion (7), la que se traduce finalmente en (18) y (19); ademas, se
diferenciardn los efectos derivados de las variaciones en la demanda final tanto total
como interior y de exportaciones; y se tomaran en cuenta asimismo las diferencias
motivadas por variaciones en la composicion de bienes y servicios que constituyen las
demandas finales interiores asi como las ponderaciones de cada componente de las
demanda finales respectivas. Finalmente, aplicamos el procedimiento por etapas
propuesto por Skolka (1989) para ir desgranando las distintas causas u origenes de las
diferencias de produccion, de valor afiadido y de empleo (véanse expresiones (18) y
(19), (8) y (9), respectivamente) entre las regiones de Andalucia y Madrid. Este

procedimiento presenta un conjunto de ecuaciones que progresivamente van
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incorporando todos aquellos posibles efectos que puedan originar diferencias entre las
dos regiones. El punto de partida se refiere, en el caso de la produccion, a la ecuacion
(18) y se van alterando en cada una de las etapas los distintos componentes que la
forman para alcanzar al final la ecuacién (19). Adicionalmente, se calculan las
variaciones respecto del valor afiadido, segin la ecuacion (8), y del empleo, segin la

ecuacion (9).

3. Principales resultados

Para llevar a cabo este trabajo hemos tenido que realizar algunos ajustes previos.
En primer lugar, si el andlisis estructural es nuestro objetivo, no es relevante manejar
dos Tablas Input-Output de afios distintos cuando la diferencia entre ellos es sélo de un
ano. En segundo lugar, hemos tenido que realizar una correspondencia entre las ramas
de actividad de unas y otras tablas para poder homogeneizarlas y llegar a algunas
conclusiones comparables. Con todo ello, los resultados que se presentan obedecen a los

siguientes tipos de variaciones estructurales:

(a) Diferencias en los procesos tecnologicos; a través de la estructura de inputs
intermedios y de la participacion del valor afiadido sobre la produccion.

(b) Diferencias en la demanda final interior; a través de la composicion de bienes y
servicios de cada componente de la demanda final interior y del peso de cada
uno de dichos componentes sobre la demanda final.

(c) Diferencias en las exportaciones; a través de la contribucion de las
exportaciones al diferencial total de demanda final, de la composicion de bienes
y servicios exportados y de la proporcidon que significan las exportaciones sobre
la demanda final.

(d) Diferencias en la dependencia importadora; a través de los inputs intermedios y
de las importaciones cuyo destino directo sea la demanda final.

(e) Contribucion de la demanda final interior al diferencial total de demanda final.

(f) Diferencias en la productividad laboral.
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Como se puede apreciar en la tabla que figura en el Anexo, la diferencia en
términos de valor afiadido bruto a precios basicos (VABpb) entre Madrid y Andalucia
es de 2,3 billones de pesetas a favor de la primera. En lo que respecta al empleo, la
Comunidad de Madrid ocupa a casi el mismo niimero de empleados que la Comunidad
Andaluza aun siendo esta ultima en extension casi ocho veces la primera. En este caso,

Andalucia tiene casi 93.000 ocupados mas que Madrid para esos anos.

Asimismo, en la Tabla 1 se muestran los principales resultados de la
descomposicion de las diferencias de valor anadido y empleo por cada tipo de variacién

estructural especificado.

TABLA 1. DESCOMPOSICION ESTRUCTURAL: RESULTADOS

VABpb Empleo
(billones de (miles de

pesetas) personas)
Madrid 11,642 1.735,500
Andalucia 9,301 1.828,386
Diferencia 2,341 -92.886
Diferencias en procesos tecnolégicos _
Inputs intermedios -0,463 _ -95,690
Participacion en el VABpb 0,849 ~ -95,065
Diferencias en la demanda final interior _
Composicion de bienes y servicios 0,051 - -37,751
Peso de cada componente de la demanda final 0,025 _ 2,875
Diferencias en las exportaciones _
Contribucioén de las exportaciones a las diferencias 2,047 445744
en la demanda final total _
Composicion de bienes y servicios exportados 0,376 - -168,955
Peso de las exportaciones sobre la demanda final 0,788 _ 63,002
Diferencias en la dependencia importadora _
Inputs intermedios -0,275 ~ -174,106
Demanda final -0,378 -139,220
Contribucion de la demanda final interior a las
diferencias en la demanda final total 0,879 _ -130,341
Diferencias en la productividad laboral 236,621
Efectos totales de factores internos -0,417 - -119,351
Efectos totales de factores externos 2,758 26,465
Diferencia total 2,341 -92.886

Fuente: Elaboracion propia. VABpb =Valor Afiadido Bruto a precios basicos.
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El componente tecnoldgico o la diferencia de las tecnologias de los procesos
productivos entre las respectivas Comunidades Autonomas proporciona efectos en
sentido contrario, dependiendo si hablamos de los efectos procedentes de los
coeficientes técnicos de la matriz de inputs intermedios (-0,463 billones de pesetas) o de

la estructura del valor afiadido bruto sectorial (0,849 billones de pesetas).

Las diferencias procedentes de variaciones en la demanda final interior
establecen su importancia fundamentalmente en la distinta composicion de los bienes y
servicios demandados mas que en una variacion en la participacion del consumo y la
formacion bruta de capital sobre la demanda final interior. El efecto total es positivo en

un valor de 0,076 billones de pesetas.

El comercio exterior es el factor clave para explicar las diferencias de valor
afnadido entre Madrid y Andalucia. Con respecto a las exportaciones, la contribucion de
las mismas al crecimiento de la demanda final total presenta un efecto sobre dicha
diferencia de 2,247 billones de pesetas, seguido de la importancia que sobre la demanda
final total obtienen las exportaciones para cada una de las estructuras productivas (0,788
billones) y la diferente composicion de los bienes y servicios exportados por una u otra

region (0,376 billones).

En lo que respecta a las importaciones tanto de inputs intermedios como de
bienes y servicios destinados a la demanda final, las diferencias de valor afiadido no se
explican por la mayor o menor dependencia importadora, dadas las cifras negativas

manejadas en la Tabla 1.

En definitiva, el diferencial de valor afiadido entre Madrid y Andalucia se basa
fundamentalmente en el comercio exterior, y en particular, en las exportaciones (2,758
billones de pesetas) mds que en factores de demanda interior (-0,417 billones de
pesetas). Ademads, es necesario sefalar que cuando en este documento se habla de
exportaciones e importaciones se refiere al punto de vista regional, de tal forma que la

salida de productos desde Madrid hacia otras comunidades espafiolas u otros paises se
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consideraria exportacion y la entrada de productos a Andalucia procedentes de otros

puntos del pais u otros paises serian importaciones.

En términos de empleo es facil constatar a partir de la Tabla 1 como el
diferencial de nimero de empleados a favor de Andalucia obedece esencialmente a
factores de demanda interna mas que al componente exterior (en el lado de las
exportaciones) o la productividad del trabajo. Conviene resaltar por ultimo que el
empleo en Andalucia respecto a Madrid depende, en gran medida, de cambios en la
dependencia importadora tanto de inputs intermedios como de bienes y servicios

destinados a la demanda final.

4. Conclusiones

Este documento plantea el estudio comparativo de las estructuras productivas de
dos economias utilizando una variante del procedimiento de descomposicion estructural
planteado por Skolka (1989), esto es, realizdindolo desde un punto de vista
interregional' y no intertemporal. En el caso de las regiones de Andalucia y la
Comunidad de Madrid, las diferencias en valor afiadido bruto se fundamentan en el
componente de comercio exterior mas que en la demanda final interior, siendo al
contrario en el caso del diferencial de empleo total entre las mismas. Asimismo,
también tienen incidencias importantes en estas diferencias la dependencia importadora

tanto de inputs intermedios como de productos destinados a la demanda final.

Sin embargo, el andlisis input-output de descomposicion estructural posee
ciertas limitaciones implicitas al método de las que somos conscientes. Ademas, no
debemos olvidar que el cardcter estratégico de Madrid como capital de Espafia respecto
a la centralizaciéon de las empresas mas importantes del pais puede tener un efecto
distorsionador en el ambito de las exportaciones, atribuyéndoles una mayor importancia

de la que se derivaria en caso contrario y consecuentemente sesgando las causas de las

' J. Skolka menciona trabajos similares de naturaleza interregional llevados a cabo por Balassa (1979) y
Fay y Fink (1976).
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diferencias respecto a Andalucia hacia el comercio exterior. Sin embargo, este seria

motivo para otro estudio posterior.
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ANEXO

VALOR ANADIDO Y EMPLEO POR SECTORES: ANDALUCIA (1995) Y MADRID (1996)

ANDALUCIA MADRID

Diferencia Diferencia en Diferencia Diferencia en
absoluta porcentaje del absoluta  porcentaje
del VABpb VABpb del empleo del empleo

Empleo VABpb(*) Empleo VABpb(*)
(ocupados) (millones pts) (ocupados) (millones pts)

Agricultura, ganaderia,

Itu 210.885  715.971 18.900 20.368 -695.603 -97,16% 2191.985  -91,04%
caza, silvicultura y pesca

Industrias extractivas 6.047 34,788 3.600 27.674 -7.114 -20,45% -2.447 -40,47%
Metalurgia 4365 71.464 4.100 30.806 _40.658 -56,89% 265 -6,07%

Cemento y derivados 7259 54.462 5.900 41.016 _13.446 -24.69% “1.359 -18,72%
Productos ceramicos,

ladrillos, etc. Vidrio y 11.810 41.582 9.600 52.534 10.952 26.34% 2210 -18.71%
piedra

productos quimicos 4.177 70.521 1.500 8.556 -61.965 -87.87% 2.677 -64,09%
Otros productos quimicos 4.032 18.280 24.000 193.591 175.311 959,03% 19.968 495,24%
Productos metalicos 19.918 60.692 30300  113.609 52.917 87.19% 10.382 52.12%

f:fé‘:i‘lffia y equipo 6.840 25.023 20.000  109.403 84.380 337.21% 13.160 192,40%
Miquinas de oficina, 2.189 13.576 18.300 80.227 66.651 490,95% 16.111 736,00%
precision y optica

Zl‘g‘c‘:;'i‘c‘:j‘“a y material 3.879 26.025 10.400 56.630 30.605 117,60% 6.521 168,11%
Material

clectrénico,equipos de 1.588 9.269 16.000  106.786 97.517 1052,08% 14.412 907.56%
radioy TV

Fabricacién de vehiculos 5931 50.603 19.100 124314 73711 145,67% 13.169 222.04%

de motor




VALOR ANADIDO Y EMPLEO POR SECTORES: ANDALUCIA (1995) Y MADRID (1996) — (Continuacién)
ANDALUCIA MADRID

Diferencia Diferencia en Diferencia Diferencia en
absoluta porcentaje del absoluta  porcentaje
del VABpb VABpb del empleo del empleo

Empleo VABpb(*) Empleo VABpb(*)
(ocupados) (millones pts) (ocupados) (millones pts)

Construccién de otro 11.468 57.530 10.100 54253 3277 -5,70% -1.368 -11,93%
material de transporte

Industria cirnica 7.382 48.182 4.700 20.091 -28.091 -58,30% -2.682 -36,33%
Industrias licteas 3.141 25.895 2.100 9.643 -16.252 -62,76% -1.041 -33,14%
zfc"_““eﬁa’ pan, galletas, 20.428 67.958 9.900 34.188 -33.770 -49,69% -10.528 -51,54%
Industria conservera,

grasas y aceites y otros 21.437 171.646 6.800 27.725 -143.921 -83.,85% -14.637 -68,28%
productos alimenticios

Bebidas y tabaco 11.606 100.112 8.100 108.496 8.384 8,37% -3.506 -30,21%
Industria textil 5.540 25.418 3.300 9.632 -15.786 -62,11% -2.240 -40,43%
Confeccion y peleteria 19.297 42.469 17.200 52.261 9.792 23,06% -2.097 -10,87%
Cuero y calzado 3.035 7.606 4.200 13.085 5.479 72,04% 1.165 38,39%
Industria del papel 3.581 31.110 6.400 41.737 10.627 34,16% 2.819 78,72%
Edicién y artes graficas 8.653 18.463 42.700 290.536 272.073 1473,61% 34.047 393,47%
Madera y corcho 8.919 18.583 9.400 34.137 15.554 83,70% 481 5,39%
Fabricacién de muebles 16.078 32.731 22.800 59.931 27.200 83,10% 6.722 41,81%
;Z‘s‘fi';:sy materias 4.240 16.570 9.000 47.515 30.945 186,75% 4.760 112,26%
g;r:jf‘;“::jfr‘j:y recictaje 6047 16.435 3.500 20.616 4.181 25,44% 2.547 -42,12%
Energia, gas y agua 13.034 244.494 17.100 179.686 -64.808 -26,51% 4.066 31,20%

Construccién 165.689 826.308 161.500 951.590 125.282 15,16% -4.189 -2,53%




VALOR ANADIDO Y EMPLEO POR SECTORES: ANDALUCIA (1995) Y MADRID (1996) — (Continuacién)

ANDALUCIA MADRID

Diferencia Diferencia en Diferencia Diferencia en
absoluta porcentaje del absoluta  porcentaje
del VABpb VABpb del empleo del empleo

Empleo VABpb(*) Empleo VABpb(*)
(ocupados) (millones pts) (ocupados) (millones pts)

Se"h‘;‘ceurlff;’ y talleres de 371436  1.698.295 227.500  1.437.106 -261.189 -15,38% -143.936 -38,75%
Hoteles y restaurantes 125230  423.271 85.400 819.843 396.572 93.,69% -39.830 -31,81%
Transporte por ferrocarril  2.082 17.223 7.600 12.077 -5.146 -29.88% 5.518 265,03%
gfr‘;:tife" de transporte 64.572 306.103 71.900 333.729 27.626 9,03% 7.328 11,35%
Transporte maritimo, 15.486 74.384 30.700 254.751 180.367 242.48% 15.214 98,24%
aéreo y actividades anexas

f"”f"’s y oo 21.177 204.340 39.700 358.023 153.683 75.21% 18.523 87.47%
elecomunlcacwnes

Intermediacion financiera  35.430 412.536 53.300 868.250 455.714 110,47% 17.870 50,44%
Seguros y actividades

auxiliares a la 10.844 55.365 32.700 194.601 139.236 251,49% 21.856 201,55%

intermediacion financiera

Actividades inmobiliarias 5 ¢35 gy5 96 12.900  1.404.515 579.254 70,19% -2.930 -18,51%
y alquileres

Actividades informaticas 3.965 36.835 19.600  121.401 84.566 229.58% 15.635 394.33%
Actividades juridicas, de 4 594 72.805 33.900  301.210 228.405 313,72% 19.806 140,53%
contabilidad, etc.

Servicios téenicos 6.716 36.185 22900  165.071 128.886 356.19% 16.184 240,98%
Publicidad 3516 117.583 13.100 134471 16.888 14.36% 9.584 272.58%
Otros servicios a las 55.666  197.233 55300  150.767 -46.466 23.56% 2366 -0,66%

empresas e [+D

Educacién 118.028 566.453 102.700 414.279 -152.174 -26,86% -15.328 -12,99%




VALOR ANADIDO Y EMPLEO POR SECTORES: ANDALUCIA (1995) Y MADRID (1996) — (Continuacién)
ANDALUCIA MADRID

Diferencia Diferencia en Diferencia Diferencia en
% %
Empleo — VABpb(*) Empleo — VABpb(*) absoluta porcentaje del absoluta  porcentaje

(ocupados) (millones pts) (ocupados) (millones pts) del VABpb VABpb del empleo  del empleo

Sanidad y servicios sociales  120.545  625.498 88.600 410.207 215.291 34,42% -31.945 -26,50%

‘S‘d“‘i‘.‘im"'i"’.“ Piblica, 140310 489,074 179.100  800.564 311.490 63.69% 72.782 68.46%
eguridad social, etc.

Otras actividades 118.956 199.110 138.100  541.292 342.182 171,86% 19.144 16,09%

prestadas a la comunidad

TOTAL 1.828.386  9.301.320 1.735.500 11.642.793 2.341.473 25,17% -92.886 -5,08%

(*) VABpb = Valor Aifiadido Bruto a precios basicos.
Fuente: IEA (1999) y Consejeria de Hacienda de Madrid (1999).
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