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RESUMEN

En este trabajo presentamos una reformulaciéon de un lema de Lippman
y McCall —inicialmente planteado para una unica variable aleatoria— que
permite que sea aplicado al caso de varias variables aleatorias, e ilustramos
su utilizacién en la teoria de la empresa bajo incertidumbre. Llevamos esto a
cabo en un modelo reciente de la teoria, para el cual mostramos cémo el lema
permite comparar, de forma mas directa que la utilizada por sus autores,
los respectivos niveles 6ptimos que elige la empresa con y sin incertidumbre.
También hacemos uso del lema, en este mismo modelo, para estudiar el efecto
de una variacién en la aversién al riesgo, el cual no habia sido estudiado
anteriormente.
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A Theoretical Analysis Tool
in the Theory of the Firm under Uncertainty

ABSTRACT

In this paper we present a reformulation of a lemma due to Lippman and
McCall —initially formulated a unique random variable— to be applied to the
case of several random variables, and we illustrate its use in the theory of
the firm under uncertainty. We have performed this on a recent model of
the theory, for which the respective optimal levels chosen by the firm with
and without uncertainty are compared in a more direct way than that used
originally by its authors. We also make use of the lemma, in the context
of the same model, to study the effect of a variation in risk aversion, which
had not been studied before.

Keywords: uncertainty modelling; firm under uncertainty; uncertainty in
several variables.
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1. Introduccion

En la teoria de la empresa bajo incertidumbre, se estudian distintos aspectos sobre la decisién
Optima que debe tomar una empresa que opera bajo incertidumbre en una o varias de las variables
que intervienen en su funcién beneficio. Una de las primeras cuestiones que se plantean es la
relacién que presenta esta decision 6ptima en comparacién con la que se tomaria en el caso de
certidumbre total. Esto es lo primero que analiza Sandmo (1971) en su modelo seminal. Para
este modelo basico, en el que se considera una tnica fuente de incertidumbre (en el precio al
que sera vendido el producto), se puede demostrar que la introduccién de incertidumbre induce
una reduccion en el nivel de produccién ptimo con respecto a la situacion sin incertidumbre. Este
resultado es obtenido por Sandmo mediante una técnica de McCall (1967), pero puede demostrarse
también mediante la aplicacién de un lema recogido en Lippman—McCall (1981), el cual incluimos
en el apéndice de este trabajo, y que es vélido para el caso de una tinica variable aleatoria.

Sin embargo, a pesar de la antigiiedad del citado lema, no hemos encontrado ningtin au-
tor que lo aplique en modelos de empresa bajo incertidumbre. Mds ain, incluso en Lippman—
McCall (1981), se demuestra el resultado de Sandmo comentado anteriormente con otro método
diferente.!

En su lugar, el método més frecuentemente utilizado es el estudio del signo de ciertas co-
varianzas. Por ejemplo, en el caso del modelo de Sandmo, en el cual la funcién beneficio viene
dada por 7(x) = Px— C(x), donde P es la variable aleatoria precio, dicho lema permite obtener la
desigualdad:

E[«'(7)P] <E[d(7)] E[P],

para el caso de una empresa con aversion al riesgo (mds atin, tal que u” < 0). Sin embargo, puesto
que E[u/'(m)P] = E[u/(r)] E[P] + cov(u/(7),P), tal desigualdad es obtenida habitualmente en
la literatura mediante el estudio del signo de cov(u’ (n),P). Este andlisis es sencillo cuando se
trabaja en modelos con una sola variable aleatoria que sea fuente de incertidumbre, pero cuando el
nimero es superior puede resultar dificil obtener conclusiones de un modo analitico. Un ejemplo
de este hecho lo encontramos en Dalal-Alghalith (2009), donde se desarrolla un método grafico
para llevar a cabo un estudio de esta indole.

En este trabajo obtenemos el resultado basico de Dalal-Alghalith (2009) de una forma analitica
y mds directa, mediante una adecuada reformulacién del lema original de Lippman—McCall (1981)
que permite su aplicacion al caso de varias variables. Asimismo, con la ayuda de esta reformu-
lacion del lema, enunciamos y demostramos, para el modelo citado, un resultado nuevo sobre el
efecto de una variacién en la aversién al riesgo.”

Una excepcién son Alvarez-Lépez—Rodriguez-Puerta (2009, 2011), donde se aplica ese lema en modelos con una
sola fuente de incertidumbre, a diferencia del modelo del presente trabajo.
2Un efecto de este tipo no se ha estudiado para el modelo de Dalal-Alghalith (2009).
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En la seccion 2 se enuncia y demuestra el lema, y en la seccién 3 se recogen sus aplicaciones
al modelo de Dalal-Alghalith (2009). La dltima seccién estd dedicada a las conclusiones.

2. Reformulacion del lema de Lippman-McCall (1981)

Enunciamos y demostramos el lema que vamos a utilizar en el resto del trabajo:3

Lema 1. Sea g y h dos funciones reales definidas sobre R, con g estrictamente creciente y h es-
trictamente positiva, y sea f una funcion real medible definida sobre R?. Si Z es una variable
aleatoria p-dimensional tal que las esperanzas de f(Z)h(f(Z)) y f(Z)g(f(Z)) h(f(Z)) son fini-
tas, y tal que el conjunto { f(Z) # 0} tiene probabilidad positiva, entonces:

E[f(2)s(f(2))n(f(2))] > g(O)E[f(Z)h(f(2))],
y se tiene la desigualdad en el sentido contrario si g es estrictamente decreciente.

Demostracién. Denotemos por A*, A~ y A? el conjunto de los vectores z de R? tales que f(z) >0,
f(z) <0y f(z) =0, respectivamente, y por F' la funcién de distribuciéon de la variable aleatoria Z.
Entonces:

E[f(2)s(f2)h(f(2))] = /A 1@ ¢(@) M) dF ()
+/147f(1)g(f(2))h(f(z))dF(Z)
+ 40 f(Z)g(f(Z)) h(f(Z)) dF(z)

>8O)( | FQMIQ)AFE+ | f@R(7(@)dF ()

=g(0)E[f(2)h(f(2))].

Notese que la hip6tesis de probabilidad positiva del conjunto { f(Z) # 0} asegura que la desigual-
dad anterior es efectivamente estricta. O

3. Aplicacion al modelo de Dalal-Alghalith (2009)

En el modelo de Dalal-Alghalith (2009) se considera incertidumbre simultineamente en dos va-
riables: el precio y la produccién. La riqueza de la empresa (de forma simplificada) viene dada
por:

W(y) = pvy—c(y) +Wo,

3Una versi6n de este lema puede leerse en la tesis doctoral de uno de los autores de este articulo (cf. Sebastid, 2011).

36



donde y es el nivel de produccién en ausencia de incertidumbre (el cual también puede ser interpre-
tado como el nivel de produccién programado por la empresa), v es un factor aleatorio con E[v] =1
(de modo que yv es la produccion finalmente obtenida), y p es el precio al que se venderé la pro-
duccidn, con p = E[p]. La funcién de costes es denotada por ¢, con ¢/ >0y ¢’ >0,y W es la
riqueza inicial de la empresa.

Se considera que la empresa es aversa al riesgo (mds en concreto: u” < 0), tal que u’ > 0y que
elige el nivel de produccién y de modo que maximiza la utilidad esperada de su riqueza. Es decir,
resuelve el problema:

myéx Elu(W())].

La condicién de primer orden viene dada por:

E[u' (W) (pv—<'(7))]=0,

donde y* denota el valor 6ptimo. Obsérvese que, en caso de certidumbre, la cantidad 6ptima y;
que elige la empresa satisface: p—c’(y) = 0.

El 6ptimo y* puede verse como la abscisa del punto de interseccion de las graficas de las
siguientes funciones:

G(y)=p—E[l' (W) pv]/E[d W())] v F)=p—< )

La segunda es conocida, y los autores estudian las distintas posibilidades para la primera. Teniendo
en cuenta que el punto de interseccion de la grafica de la funcién F con el eje de abcisas es (y},0)
(pues p—c'(y%) = 0), los autores determinan finalmente la posicion relativa entre y* e y* en funcién
del signo de cov(p,v).*

Este resultado se puede obtener analiticamente, sin necesidad de recurrir a cuestiones de re-
presentacion grifica. Si aplicamos el Lema 1 a la variable aleatoria bidimensional Z = (p,v), ala
funcion g(x) = ' ((x+ E[pv])y* — c(y*) + W), que es estrictamente decreciente (pues u” < 0), a
la funcién & = 1, y a la funcion continua (y por tanto medible) f(s,t) = st — E[pv], se obtiene:

E[u'(W(™")) (pv—E[pv])] <0,
desigualdad que es equivalente a:

E[«'(W(™))pv]
Elw(W())]

pues ' > 0. Teniendo en cuenta que el primer miembro de esta desigualdad es igual a ¢/(y*) (por

<E[pv],

la condicién de primer orden del problema), y que E[pv] = p+cov(p,v), se obtiene:

d(y*) < p+cov(p,v).

4Cf. Dalal-Alghalith (2009), Proposicién 1, p. 86. Nétese que G(0) = cov(p, v). La notacién para F es nuestra.
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Si consideramos ahora la funcién creciente H(y) = ¢/(y) — p, entonces:
H(y:)=0, y H(")=c'(y")—p<cov(p,v).

Si cov(p,v) <0, entonces H(y*) < 0 = H(y}), de donde y* < y?. Pero si fuera cov(p,v) >0,
podria darse cualquiera de los tres casos: y* < yX, y* =y: o y* > y!. Este es exactamente el
resultado principal obtenido en Dalal-Alghalith (2009).

Por otra parte, los autores citados llevan a cabo un detallado estudio del efecto en el nivel 6pti-
mo y* de la variacion de distintos pardmetros del modelo (por ejemplo, la riqueza inicial Wy, o las
varianzas de las variables aleatorias p y v), pero no estudian el comportamiento de la empresa ante
una variacion en la aversion al riesgo. Con la ayuda del Lema 1, podemos obtener un resultado
sobre este efecto. Para ello, consideramos dos posibles funciones de utilidad en las condiciones
del modelo: u;, uy, y comparamos el nivel 6ptimo obtenido a partir de cada una, respectivamen-
te: y1, ¥5, bajo la hipétesis de que la aversion absoluta al riesgo para la primera es menor que para
la segunda, es decir: r| < rp, donde r; = —u! /u/ parai € {1,2}. La siguiente proposicién especifica
el resultado.

Proposicion 1. Si r; < r, entonces y} > y5.

Demostracién. Para cada i € {1,2}, pongamos U;(y) = E [u;(W(y))]; entonces:

Ul (y) =E[ui(W(y)) (pv—<' ()],

y de acuerdo con la condicién necesaria de primer orden: U; (y}) = 0.

Consideremos las funciones reales de variable real h(s) = u5([s + ¢/ (y3)]ys — c(33) + Wo),
y g(s) =k([s+ ' (v3)]ys — c(y5) + Wo) donde k = u} /u;. Entonces ambas funciones son estricta-
mente positivas, y ademads g es estrictamente creciente. En efecto, se tiene:

g'(s) =y3 K (Is+c'()lys — () +Wo),

pero k' =k- (ry—ry) > 0, de acuerdo con la hipétesis. Aplicando el Lema 1 a estas funciones iy g,
y a la variable aleatoria Z = (p,v) y ala funcién continua (y por ende medible) f(s,7) = st —c'(y5),
se obtiene:

Ui(v2) = E[ui (W) (pv—¢'(3))] > &(0) E[us(W(y3)) (pv— ¢ (v3)) ] = (0) U3 (v3) = O;

de donde U{(y3) > 0 = Uj(y}). El resultado se concluye del hecho de que la funcién y — Uj(y) es
estrictamente decreciente. N6tese que la derivada de esta dltima funcion es:

2
Elf (W) (pv =<' ()" —ui (W) " O]
la cual es estrictamente negativa al ser u] < 0,u} >0y " > 0. O

Hemos obtenido, pues, que el nivel 6ptimo de produccién que la empresa planifica disminuye
cuando aumenta la aversién al riesgo, y aumenta cuando disminuye la aversién al riesgo.

38



4. Conclusiones

Hemos llevado a cabo una reformulacién de un lema debido a Lippman—McCall (1981) para que
sea aplicable al caso de varias variables aleatorias, y hemos presentado el nuevo lema como una
herramienta que puede ser de utilidad en modelos de empresa bajo incertidumbre.

En particular, en el modelo de Dalal-Alghalith (2009), en el que existe incertidumbre tanto
en el precio como en la produccion, es posible realizar un estudio comparativo entre la decision
Optima que tomaria una empresa en presencia de incertidumbre y la que tomaria en ausencia de
ella. Este andlisis es realizado por sus autores con ayuda de un método grafico. En el presente
trabajo se ha demostrado el mismo resultado mediante la aplicacién del lema citado, de una forma
analitica y mds directa.

Asimismo, se ha ilustrado la aplicabilidad del lema demostrando un resultado nuevo, dentro
del marco del modelo de Dalal-Alghalith (2009): al aumentar la aversion al riesgo de la empresa,
ésta planifica un nivel 6ptimo de produccién menor.
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Apéndice

En esta seccién recogemos el lema de Lippman-McCall (1981):3

Lema 2. Sea y y ¢ dos funciones reales definidas sobre R tales que ¥ > 0 y ¢ es estrictamente
creciente. Si £ = y- ¢, y X es una variable aleatoria no degenerada, de varianza positiva y tal que
la esperanza de X y(X) es finita, entonces:

E[XE(X)] > ¢(0) E[X y(X)],

y se tiene la desigualdad contraria si ¢ es estrictamente decreciente.

SEl lema es un resultado parcial en la demostracién del Teorema 2 en el articulo citado (cf. p. 252).
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