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RESUMEN

La aparicién de datos faltantes es un problema comin en la mayoria de
las encuestas llevadas a cabo en distintos ambitos. Una técnica tradicional
y muy conocida para el tratamiento de datos faltantes es la imputacion.
La mayoria de los estudios relacionados con los métodos de imputacién se
centran en el problema de la estimacion de la media y su varianza y estan
basados en disenos muestrales simples tales como el muestreo aleatorio sim-
ple. En este trabajo se describen los métodos de imputacién mas conocidos
y se plantean bajo el contexto de un diseno muestral general y para el caso
de diferentes mecanismos de respuesta. Mediante estudios de simulacién
Monte Carlo basados en datos reales extraidos del ambito de la economia y
la empresa, analizamos las propiedades de varios métodos de imputacién en
la estimacién de otros pardmetros que también son utilizados con frecuencia
en la préctica, como son las funciones de distribucién y los cuantiles. Con
el fin de que los métodos de imputacion descritos en este trabajo se puedan
implementar y usar con mayor facilidad, se proporcionan sus cédigos en los
lenguajes de programacion R y Splus.
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Imputation methods
to handle the problem of missing data:
an application using R/Splus

ABSTRACT

Missing values are a common problem in many sampling surveys, and im-
putation is usually employed to compensate for non-response. Most impu-
tation methods are based upon the problem of the mean estimation and its
variance, and they also assume simple sampling designs such as the sim-
ple random sampling without replacement. In this paper we describe some
imputation methods and define them under a general sampling design. Dif-
ferent response mechanisms are also discussed. Assuming some populations
based upon real data extracted from the context of the economy and busi-
ness, Monte Carlo simulations are carried out to analyze the properties of
the various imputation methods in the estimation of parameters such as
distribution functions and quantiles. The various imputation methods are
implemented using the popular statistical softwares R and Splus, and codes
are here presented.

Keywords: auxiliary information; survey; inclusion probabilities; response
mechanism.
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1. Introduccion

En el mundo econémico y empresarial es conocida la utilizacion de las en-
cuestas como herramientas para recoger la informacién necesaria para llevar
a cabo estudios de muy diversa indole. La calidad de los resultados obtenidos
y la posibilidad de generalizacién de los mismos dependen de la composicién
de la muestra, del tipo de encuesta y de la tasa de respuesta de la misma. A
su vez, también se ha constatado como un problema importante la aparicion
de datos faltantes en determinados item del cuestionario. En otras palabras,
la apariciéon de valores perdidos o la falta de respuesta es un problema comun
presente en cualquier estudio, especialmente en el d&mbito de las ciencias so-
ciales (véase Rubin, 1996).

Una técnica tradicional y muy conocida para el tratamiento de datos faltantes
es la imputacién. Las técnicas de imputacion se pueden clasificar, en primer
lugar, en dos grandes grupos: las técnicas de imputacion simples y las de
imputacion multiple.

Las técnicas simples de imputacién han sido una de las herramientas mas cono-
cidas y aceptadas para el tratamiento de la falta de respuesta (véase Sedransk,
1985, Kalton y Kasprzyk, 1986 y Little y Rubin, 2002). Las técnicas simples
de imputacién presentan algunas ventajas frente a las técnicas de imputacién
multiple. Por ejemplo, las técnicas simples tienen una implantacién maés sen-
cilla sin que por el contrario sufran una importante pérdida de eficiencia en
comparacion con las técnicas de imputacion multiple. Por ultimo, destacamos
que las técnicas simples de imputacion se pueden dividir en dos categorias:
aleatorias y deterministicas.

El uso de la imputacién puede provocar problemas serios de subestimacién de
la verdadera varianza cuando la proporcién de datos faltantes es apreciable
(Rao y Shao 1992). En general, un método de imputacién aleatorio tiene la
ventaja de anadir una mayor variabilidad a través de las imputaciones que
un método deterministico de imputacién; es decir, las técnicas simples de-
terministicas de imputacién generalmente subestiman més las varianzas que
las técnicas simples aleatorias de imputacion. Sin embargo, las técnicas deter-
ministicas proporcionan, en general, estadisticos mas precisos que las técnicas
aleatorias.

La imputacién multiple fue propuesta por Rubin (1978) como una alternati-
va a las técnicas simples de imputacion. La imputacién multiple requiere la
construccién de M (> 2) conjuntos de datos completos, los cuales se obtienen
reemplazando cada dato faltante por M valores imputados, obtenidos median-
te el mismo procedimiento de imputacion. Aunque la imputacién multiple es
una aproximacion muy potente, sufre algunas limitaciones que no debemos



pasar por alto. Por ejemplo, Fay (1991) senala que la imputacién multiple
puede conducir a estimadores de la varianza inconsistentes en el caso de en-
cuestas multietdpicas estratificadas. Rao y Shao (1992) afirman que las agen-
cias estadisticas prefieren, en general, el uso de la imputacién simple, debido
especialmente a las dificultades operacionales que supone el mantenimiento
de conjuntos de datos multiples. Este problema se hace aiin mas grave en el
caso de muestras con un tamano muestral muy elevado, como por ejemplo
en el caso de muestras nacionales. Rao (1996) también destaca algunas otras
desventajas de la imputacion multiple en comparacién con los métodos simples
de imputacion.

A pesar de la diversidad y variedad de técnicas de imputacion que existen en
la literatura, la mayoria de las aportaciones se han centrado en el impacto
de las imputaciones realizadas sobre la estimacion de la media poblacional y
su varianza. Por ejemplo, Bello (1993) realizé un estudio de simulacién para
comparar varios métodos de imputacion. Bello utilizé6 como criterio de com-
paracién la precisién de los distintos métodos de imputacion en la estimacién
de la media de la variable de interés y su varianza. Sin embargo, en la practica
existen otros parametros, tales como la funcién de distribuciéon y los cuantiles,
que tienen una cantidad importante de aplicaciones, pero que no han sido
estudiados en el contexto de datos faltantes y su tratamiento mediante im-
putacion. Por otra parte, la mayoria de los estudios relacionados con métodos
de imputacion estan basados en el muestreo aleatorio simple.

El objetivo de este trabajo es plantear las técnicas mas conocidas de im-
putacion simple bajo el esquema de un diseno general y analizarlas en el
problema de la estimacién de numerosos parametros, incluyendo la media
poblacional, la funcion de distribucion y los cuantiles. Este estudio también
analiza los distintos métodos de imputacion, tanto para mecanismos de res-
puesta uniforme como para mecanismos de respuesta no uniforme. Ademas,
se proporcionan las funciones o cédigos en los lenguajes de programacion R y
Splus de los distintos métodos de imputacién descritos en este trabajo, de mo-
do que el lector pueda implementar y usar cada uno de los métodos descritos
en este trabajo.

R es un entorno de andlisis y programacién estadistica, compatible con el
popular y comercial software Splus, que estd atrayendo cada vez mas a un
alto nimero de usuarios. Una gran ventaja de R frente a otros entornos es que
se trata de un lenguaje gratuito y disponible en la direccion

http://www.r-project.org (1)
En realidad, R es un lenguaje que puede ser usado y distribuido libremente

bajo los términos de Free Software Foundation’s GNU General Public License
en forma de cédigo fuente, lo que implica que un gran ntmero de personas



colaboran en su desarrollo y actualizaciéon. Aunque R es un lenguaje similar
a otros lenguajes de programacién muy conocidos y usados, como Fortran o
C++, su nivel de ejecucién, al igual que MATLAB (Merino y Vadillo, 2007),
es muy superior, incluyendo numerosas operaciones con un solo comando.

Por su parte, Splus es un programa comercial distribuido por MATHSOFT
Corporation, que incluye un interfaz bastante complejo y alta capacidad grafi-
ca. A diferencia de R, Splus no es gratuito y tiene el inconveniente del coste
de sus licencias.

En resumen, tanto R como Splus son entornos de programacion con un lengua-
je orientado a objetos y concebidos, originalmente, para ser utilizados en apli-
caciones estadisticas. No obstante, en la actualidad, R y Splus son dos lengua-
jes poderosos y flexibles, que resultan suficientes para la resolucién de la mayor
parte de los problemas estadisticos habituales y sus aplicaciones en distintos
ambitos. En la pagina web oficial de R, dada en (1), pueden consultarse una
serie de manuales actualizados y adecuados a todo tipo de usuarios. Ademas,
podemos consultar Thaka y Gentleman (1996), Arcos et al. (2004) y Arcos et
al. (2005) como referencias més especificas. Todas las referencias anteriores
podrian utilizarse para programar en Splus, puesto que en ambos lenguajes
de programacion, en general, se pueden utilizar los mismos comandos y fun-
ciones. No obstante, también podemos consultar Everitt (1994) y Krause y
Olson (2005) como referencias mas orientadas a Splus.

El presente articulo se estructura del siguiente modo. En la Seccion 2 se des-
criben los métodos simples de imputacién més conocidos y usados. En la
Seccién 3 se llevan a cabo estudios de simulaciéon Monte Carlo para estudiar
el impacto de distintos métodos de imputacion en la estimacién de diferentes
pardametros en el caso de un mecanismo de respuesta uniforme. Los estudios de
simulacion estan basados en datos reales extraidos del ambito de la Economia
y la Empresa. Un mecanismo de respuesta uniforme es poco frecuente en la
practica; es decir, es bastante comun encontrarse que las unidades muestrales
fallan para proporcionar una respuesta con una determinada probabilidad. De
este modo, en la Seccion 4 se realizan algunas observaciones sobre los meca-
nismos de respuesta no uniforme. El comportamiento de los distintos métodos
de imputacién en el caso de mecanismos de respuesta no uniforme puede con-
sultarse en la Seccién 5. Este articulo también contiene dos apéndices. En el
Apéndice A se incluyen los cédigos en los lenguajes R y Splus de los distintos
métodos de imputacion descritos en este trabajo. Por su parte, en el Apéndice
B mostramos, mediante un ejemplo, como podemos utilizar cualquiera de los
mencionados métodos a partir de un vector con datos faltantes.



2. Meétodos de imputacion simple para un diseno muestral general

Consideremos una poblacién finita U = {1,2,..., N}, con N unidades, de
la cual se extrae, mediante un determinado diseno muestral, una muestra
aleatoria s, de tamano n. Denotaremos como m; a la probabilidad de que
la unidad ¢ pertenezca a la muestra s,. Esta probabilidad m; es conocida
popularmente como probabilidad de inclusion de primer orden. El peso basico
del disefio asociado a la i-ésima unidad vendré expresado por d; = 7; !. Por
otra parte, y; es el valor de la variable de interés y para la i-ésima unidad. En
este trabajo también asumiremos que existe una variable auxiliar x asociada
con la variable y. La extension al caso de varias variables auxiliares de los
distintos métodos de imputacién discutidos en esta seccion es un problema
muy simple, que esta cubierto por la literatura, y de ahi que nos centremos
por simplicidad en el caso de una tnica variable auxiliar.

En los estudios relacionados con las encuestas por muestreo se asume, en
general, que todas las respuestas en la muestra s,, son conocidas. Sin embargo,
esta situacién puede no presentarse en la practica; es decir, es frecuente que en
las encuestas se dispongan de valores faltantes por alguna determinada razon,
como por ejemplo, la negativa del encuestado a dar la informacién requerida,
la imposibilidad de contactar con el individuo encuestado, la pérdida casual
de informacién, etc. De este modo, suponemos que r de los n valores de la
variable y son observados (respondientes), mientras que el resto de m =n —r
valores de y corresponden a datos faltantes (no respondientes). Las muestras
s, = {i € s, |y; es observado} y s, = {i € s, | y; no es observado} denotarén,
por tanto, los conjuntos de respondientes y no respondientes asociados con
la variable y. Cuando ¢ € s,,, el valor y; necesita ser imputado, mientras las
técnicas de imputacion no seran necesarias en la muestra s,. La proporcion de
datos faltantes se denotard por p = m/n. Por ltimo, Y, = inf{t : F(t) > o}
denotard el cuantil poblacional de orden « de la variable y, donde

F(t) = 5 X Al —w)

icU

es la funcién de distribucién poblacional, A(a) = 1sia > 0y A(a) = 0 en
otro caso.

El objetivo de esta seccién es plantear, para un diseno muestral general, las
técnicas de imputacion mas conocidas y utilizadas, de modo que se puedan im-
putar los m valores faltantes de la variable y en la muestra s,,, y poder obtener
la estimacion de un determinado parametro o realizar un analisis estadistico
general usando los n valores de la muestra. Por ejemplo, el estimador de la
media poblacional Y = N713,.,4; basado en los n valores de la muestra



esta dado por

1
= 2_ 4y, 2
Zi@n d; z;sn / ( )

Yr =

donde y; = y; sii € s, y; =y, sit € s, ¥ ¥y es el valor imputado o donante
para el dato faltante v;.

El método de imputacion de la media o método de sustitucion consiste en
utilizar la media muestral de los valores disponibles como donante en cada
uno de los valores perdidos; es decir, los valores imputados por el método de
la media estan dados por y; =7,, @ € s,,, donde

1
- d;y;.
EiGST dZ 7,;‘ e

Yr =

Este método es, sin duda, el mas simple pero también el menos atractivo de
los distintos métodos de imputacion. La tinica ventaja de este método es que
proporciona estimaciones insesgadas para la media poblacional, pero solo en el
caso de un mecanismo de respuesta uniforme. En el lado opuesto, este método
de imputacién distorsiona considerablemente la distribucién de los datos, de-
bido a la concentracion de valores en torno a la media. Algunas consecuencias
de este hecho, tal como se analiza en la Seccién 3, son la presencia de sesgos
muy elevados en la estimacion de cuantiles y una considerable subestimacion
del verdadero valor de la varianza.

Una modificacion del método de imputacién anterior fue propuesta por Co-
hen (1996). Cohen propuso anadir mas variabilidad a los valores imputados
mediante el método de la media usando la variabilidad de los datos mues-
trales. Asumiendo un diseno muestral general, el método de Cohen consiste
en imputar la mitad de los valores faltantes con los valores

_ mn+r—1_
Yt ————0,
r—1

y la otra mitad de valores faltantes con los valores
_ n+r—1_
Yr =\ —7T_—1 9m
r—1

1
- di(u: —7)2.
S dig i(Yi —7,) (3)

donde

~

2 _
o, =

El método NNI (acrénimo de Nearest Neighbor Imputation) es utilizado en nu-
merosas encuestas llevadas a cabo por el Instituto de Estadistica de Canada y



algunas agencias nacionales de Estados Unidos. Este método utiliza el criterio
del valor mas proximo asociado a una variable auxiliar para proporcionar los
valores imputados o donantes. En el caso de que la variable auxiliar disponga
de varios valores equidistantes, se presenta el problema de la presencia de va-
rios donantes para un mismo valor faltante. En esta situacién, el criterio que
se sigue es elegir aleatoriamente a un donante entre los diferentes candidatos.
Una revisién mas detallada del método NNI, asi como numerosos resultados
teodricos relacionados con este método, pueden consultarse en Chen y Shao
(2000).

El método de la razdn (véase Rao, 1996) es otro método de imputacion de-
terministica popularmente conocido y usado con bastante frecuencia en nu-
merosos estudios. El método de la razon utiliza las cantidades

Z, .
Y = —x;, 1€ Sy (4)

T

como valores imputados, donde

e Dies, di ZEZ;T it

Este método esta basado en el hecho de que los valores definidos en (4) son
los mejores predictores bajo un modelo de superpoblacion que presente las
siguientes caracteristicas

E(y:) = Bai,  V(y) = o’z (5)

Cuando el modelo (5) no sostenga, una alternativa es utilizar el método de
regresion (véase Healy y Westmacott, 1956), el cual se basa en el modelo de
superpoblacion

E(y;) = a+ fx;, V(y)=o0" (6)

Asumiendo que el modelo (6) se ajusta razonablemente bien a los datos en
estudio, el método de regresién utiliza como donantes los valores

yi =G, + B(xi —Tp), i€ Sm, (7)

donde el estimador 3 en la ecuacién (7) viene dado por

5= Yies, di(ri = Tr)(Yi = 7,)
Yies, di(vi —T,)2

10



Notamos que los métodos de imputacion anteriores se pueden clasificar como
deterministicos, mientras que los métodos de imputacién que describimos a
continuacion corresponden a métodos de imputacion aleatoria.

El método de imputacion conocido popularmente como Random Hot Deck
(RHD) es uno de los métodos de imputacién mas utilizados en la practica.
Este método consiste en seleccionar mediante muestreo aleatorio simple con
reemplazamiento m valores a partir de los r valores disponibles de la variable y.
Este planteamiento, sin embargo, tan solo resulta apropiado cuando la muestra
s, es extraida bajo muestreo aleatorio simple. En el caso de un diseno muestral
general, el método RHD necesita ser modificado para que los m valores se-
leccionados aleatoriamente tengan en cuenta el efecto del diseno muestral. De
este modo, el método RHD puede usarse eficientemente en un diseno muestral
general si la muestra de m valores es seleccionada con reemplazamiento y con
probabilidades de seleccion

1€ S,

Los métodos de razén y regresiéon descritos en (4) y (7) pueden obtener esti-
maciones que subestimen la verdadera varianza de la variable de interés. Por
esta razon, es usual anadir pequenas perturbaciones aleatorias a los valores
predichos obtenidos en los métodos de razén y regresion. Estas perturbaciones
aleatorias pueden generarse a partir de una distribuciéon normal con media cero
y varianza 62, donde 62 estd definida en la ecuacién (3).

Los métodos de imputacion RHD y NNI tienen la ventaja frente al resto
de métodos descritos en esta seccién el utilizar como donantes a los propios
valores de los respondientes; es decir, los métodos RHD y NNI utilizan valores
observados para las imputaciones. Esta propiedad es especialmente atractiva
en el caso de variables discretas, puesto que los donantes tomaran también
valores discretos. En el lado opuesto, con los métodos de la media, Cohen,
razon y regresion, los valores imputados no tienen por qué ser discretos.

3. Comparacién mediante estudios de simulacién

En esta seccién se comparan numéricamente los distintos métodos de im-
putacién descritos en la seccién anterior. Usaremos dos poblaciones reales
para el estudio mediante simulacién Monte Carlo de los distintos métodos de
imputacion en la estimacion de varios parametros que pueden presentarse en
la practica.

En primer lugar, los métodos de imputacion se compararan con datos extraidos

11



de la Encuesta Continua de Presupuestos Familiares (ECPF) del ano 1997, que
elabora el Instituto Nacional de Estadistica (INE) de manera periédica. Esta
poblacién consta de N =3.114 individuos, donde la variable de interés son los
gastos familiares, mientras que la variable auxiliar son los ingresos familiares.
Notamos que, debido a la naturaleza de dichas variables, la presencia de datos
faltantes es bastante comin en este caso; es decir, la imputacién resulta ser
una solucion préactica a este problema. La Figura 1 muestra la nube de puntos
de las variables de la poblacion ECPF. En segundo lugar, también analizamos
las distintas técnicas de imputacion en la poblacién Factories, analizada en
Murthy (1967) y Kuk y Mak (1993). Para esta poblacién, la variable auxiliar
es el numero de trabajadores y la variable de interés el output de cada factoria.
La nube de puntos de las variables de la poblacion Factories puede consultarse
en la Figura 2.

Figura 1. Nube de puntos de las variables x e y de la poblacién ECPF.
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Para realizar el estudio de simulacion Monte Carlo seleccionamos 1.000 mues-
tras bajo muestreo estratificado con afijacién uniforme en cada una de las
dos poblaciones, siguiendo a Chambers y Dunstan (1986) y Rao et al. (1990).
Al igual que en las referencias anteriores, se utilizo el criterio de equiparti-
cién basado en la variable auxiliar x para la formacién de los estratos (véase
también Silva y Skinner, 1995). En cada una de las muestras se seleccionaron
de manera uniforme y aleatoria m datos de la variable y. Dichas unidades
se consideraron como valores perdidos y se imputaron mediante las distin-
tas técnicas de imputacién descritas en este trabajo, de modo que a partir
de los datos muestrales (incluyendo las imputaciones) se estimaron diferentes
parametros de interés. Se consideraron valores de m de forma que la propor-

12



Figura 2. Nube de puntos de las variables x e y de la poblaciéon Factories.
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ciéon de datos faltantes en cada una de las poblaciones fuese p = 0,1, 0,3, 0,5,
siendo p = m/n. El comportamiento de las estimaciones realizadas se midi6 en
términos de Sesgo Relativo (SR) y Error Cuadrético Médio Relativo (ECMR),
donde SR y ECMR se definen como

17 1 o0 17 1 o0 K
N . - ECMR==|—0 .
SH 7 [1000 ;(91 9)] ’ CMER 7 [1000 ;(91 2 ] ’

donde 0 es el parametro de interés y 0; es el valor de un dado estimador 6 para
la i-ésima muestra simulada.

Los distintos parametros utilizados para evaluar el comportamiento de los
métodos de imputacién fueron la media poblacional, Y, la varianza de la
variable de interés, S2 = N~' YN (y; — Y)?, los cuartiles poblacionales (es
decir, Yy 25, Yo5 ¥ Yo75) v, por dltimo, la funcién de distribucién evaluada en
los anteriores cuartiles poblacionales.

Notamos que los parametros anteriores son bastantes frecuentes en la practi-
ca. Por ejemplo, la media muestral es el parametro mas comun en cualquier
estudio mediante encuestas por muestreo. La funcién de distribucion posee
propiedades interesantes, como el hecho de describir las caracteristicas mas
importantes de una distribucién, o que otras medidas tal como los cuantiles
pueden obtenerse a partir de la funcién de distribucién. Por tltimo, los cuan-
tiles son también requeridos a menudo en la practica. Por ejemplo, los cuantiles
son altamente usados en muchas encuestas para obtener medidas de pobreza,
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tal como la proporcién de bajos ingresos (Berger y Skinner, 2003).

Los métodos de imputacion involucrados en el estudio de simulacién Monte
Carlo son los siguientes. Asumiendo el caso de ausencia de informacién auxi-
liar, consideramos el método de imputacion de la media, el método de Cohen y
el método RHD. Ademés, con el fin de analizar si la imputacién produce bene-
ficios en términos de estimacién, obtendremos estimaciones de los distintos
parametros a partir de los datos disponibles, sin usar imputaciones; es decir,
consideraremos 7, para estimar la media poblacional Y,

a2 1 2

Ziesr i ics,

para estimar S,
V(o) = inf{t : F,(t) > o}
para estimar Y,, con a = 0,25,0,5,0,75 y
~ 1

F.(t) = Z d;A(t — ;)

Ziesr di i€sy

para estimar F'(t), con t = Y5, Y05, Yo75. A este método lo denotaremos
como SI (sin usar imputaciones) en las distintas tablas de esta seccién. Asu-
miendo informacion auxiliar en la etapa de estimacién, consideramos el méto-
do NNI, los métodos de razon y regresion, y los métodos de razén y regre-
sion anadiéndoles una perturbacion aleatoria para corregir el problema de la
subestimacion en las varianzas. Estos tltimos métodos se denotaran, respec-
tivamente, como Razén.PE y Reg.PE.

Las Tablas 1 y 2 muestran los resultados obtenidos del estudio de simulacion.
El método de Cohen proporciona estimaciones con sesgos muy altos, que
desvirtian considerablemente las tablas, y de ahi que este método esté omitido
en las tablas.

De la Tabla 1 (poblacién ECPF) puede observarse que el método de la media
produce grandes sesgos en la estimacion de los distintos parametros. Espe-
cialmente, el método de media subestima la varianza. El método de regresién
también produce, en general, grandes sesgos. Este hecho quizés se deba a que
la poblacién en estudio sea mas apropiada para el método de razén que para
el método de regresién. Los métodos de razon y regresion que incorporan una
perturbacion aleatoria también proporcionan estimaciones con sesgos altos,
especialmente en el caso de una alta proporcién de datos faltantes. El resto de
métodos de imputaciéon obtienen estimaciones con sesgos dentro de un rango
razonable de valores. En lo que respecta a la eficiencia, puede comprobarse
que el método de razon es el mas eficiente en la mayoria de los casos.

En la Tabla 2 pueden consultarse los valores de SR y ECMR de los distintos
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Tabla 1
Valores de ECMR x100 (y SRx100) asociados a distintos métodos de imputacién en

la poblacién ECPF. Las muestras fueron seleccionadas bajo muestreo estratificado
aleatorio con afijacién uniforme y tamano n = 150. Los 3 estratos utilizados se
formaron mediante el criterio de equiparticién.

Sin usar x Usando x
P Parametro SI Media RHD NNI  Razén Reg Razén.PE  Reg.PE

0.1 Y 5.7 5.7 5.9 5.6 5.6 5.6 5.8 5.8
(-0.1) (-0.1) (-0.3) (-0.3) (-0.2) (-0.2) (-0.3) (-0.2)

Y0,25 7.4 9.2 7.7 7.4 7.1 8.0 7.6 7.6
(0.0) (5.4) (0.0) (-0.2) (0.1) (3.3) (-1.7) (-0.9)

Yo,5 5.9 10.1 6.3 6.1 5.8 5.8 5.9 6.0
(-0.2) (7.8) (-0.3) (-0.2) (-0.1) (0.9) (0.4) (0.7)

Yo,75 6.5 8.0 6.9 6.6 6.4 6.5 6.8 6.9
(0.)  (49) (0.3)  (02) (02) (12) (1.6 (16

F(Y0,25) 15.1 16.9 15.8 15.4 14.7 16.0 14.9 14.7
(0.0) (-10.0) (0.3) (0.4) (-0.2) (-6.6) (3.3) (1.7)

F(YO’5) 8.7 12.5 9.1 8.7 8.4 8.9 8.2 8.3
(0.4) (-9.6) (0.6) (0.5) (0.2) (-1.3) (-0.4) (-0.8)

F(Yo,75) 5.0 5.6 5.2 5.0 4.9 5.0 5.1 5.1
(0.0) (3.4) (0.2) (0.1) (0.1) (0.8) (-1.2) (-1.2)

SZ 29.5 28.7 30.3 30.2 32.1 29.9 35.1 32.0
(-0.9) (-10.8) (-1.1) (-1.4) (-1.3) (-6.4) (7.9) (3.0)

0.3 Y 6.6 6.6 7.0 6.6 6.5 6.3 7.1 7.0
(0.0) (0.0) (-0.5) (-0.7) (0.0) (0.0) (0.0) (0.1)

Y0,25 8.5 22.0 9.1 8.9 7.8 13.7 10.2 9.5
(0.0) (20.0) (-0.3) (-0.3) (0.9) (10.1) (-5.1) (-2.7)

Yo,5 6.8 19.4 7.5 7.3 6.5 7.2 7.4 7.9
(-0.1) (17.7) (-0.4) (-0.4) (0.6) (3.2) (2.1) (3.2)

Yo,75 7.5 17.0 8.1 7.9 7.1 7.4 9.9 9.7
(0.0) (-15.9)  (-0.3) (-0.4) (0.1) (-2.6) (6.0) (5.6)

F(Yo,25) 18.0 32.5 19.3 18.6 16.3 26.6 18.4 17.0

(0.1) (-30.0) (0.9) (0.8) (-1.5) (-19.9) (9.0) 4.7

F(Y075) 10.0 30.7 10.9 10.6 9.1 12.7 9.2 9.8
(0.4) (-29.5) (0.8) (1.0) (-0.5) (-5.6) (-2.3) (-3.6)

F(Yo,75) 5.6 10.8 6.1 5.9 5.5 6.3 7.0 7.1
(0.0)  (10.0)  (0.3) (02) (-01) (22 (-4.2) (-4.1)

Sg 35.1 38.8 35.4 34.0 42.2 35.6 56.4 41.6
(0.0) (-30.0) (-2.4) (-3.6) (-0.8) (-16.8) (27.7) (11.8)

0.5 Y 7.7 7.7 8.3 7.8 7.4 7.1 8.4 8.2
(0.0) (0.0) (-1.1) (-1.0) (0.0) (0.1) (0.0) (0.1)

Y0,25 9.1 49.9 10.2 9.6 8.0 19.9 14.1 11.8
(0.1) (48.4) (-0.6) (-0.6) (1.0) (15.9) (-9.7) (-5.0)

Yo,5 8.1 19.9 9.2 8.4 7.2 8.6 9.2 10.3
(0.3) (17.7) (-0.3) (-0.2) (1.1) (4.7) (3.9) (5.8)

Yo,75 9.2 20.9 9.9 9.4 7.8 8.5 14.6 14.0
(0.3) (-19.9) (-0.6) (-0.6) (0.2) (-3.9) (10.4) (9.6)

F(Yo,25) 19.5 51.0 21.8 20.2 16.2 37.7 21.3 17.9
(-0.2)  (-50.1) (1.6) (1.3) (-1.6) (-31.8) (14.7) (7.4)

F(Yo,5) 11.5 50.7 12.9 12.0 10.1 17.1 10.0 11.5
(0.1) (-47.8) (1.0) (0.7) (-1.1) (-9.1) (-3.9) (-6.4)

F(Yo,75) 6.9 17.0 7.5 7.2 6.0 7.8 9.5 9.7
(-0.1) (16.6) (0.4) (0.5) (-0.1) (3.7) (-6.8) (-6.7)

Sg 40.5 54.7 41.5 42.0 49.5 44.0 79.6 56.1
(-1.7)  (-50.8) (-5.6) (-5.7) (0.1) (-26.8) (48.3) (21.3)
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Tabla 2
Valores de ECMR x100 (y SRx100) asociados a distintos métodos de imputacién en

la poblacion Factories. Las muestras fueron seleccionadas bajo muestreo estratifica-
do aleatorio con afijacién uniforme y tamano n = 100. ** denota cantidades superio-
res a 100. Los 2 estratos utilizados se formaron mediante el criterio de equiparticién.

Sin usar x Usando =
p Parametro SI Media RHD NNI  Razoén Reg Razén.PE  Reg.PE

0.1 Y 3.5 3.5 3.7 3.3 4.0 3.3 4.2 4.0
(-0.1)  (-0.1)  (-0.1) (-0.1)  (0.0) (-0.1) (0.0) (-0.2)

Yo 25 4.1 5.3 4.3 3.7 5.1 4.1 4.7 4.2
(-0.7)  (20)  (-0.6) (-0.6)  (-3.6)  (1.2) (-2.9) (-1.0)

Yo,5 5.5 4.0 5.8 5.2 6.4 6.1 6.2 5.5
(-1.1) (14)  (-1.1) (-0.9)  (-2.7)  (-2.5) (-2.5) (-1.3)

Yo,75 4.0 6.3 4.4 3.6 3.8 4.1 3.7 3.8
(-0.5)  (-3.4)  (-0.6) (-0.4)  (0.1) (-1.0) (0.1) (-0.4)

F(Yy,25) 17.7 19.0 18.5 164  21.6 19.7 20.0 17.5
(-0.2)  (-10.2) (-0.2) (-0.2)  (13.4)  (-8.3) (10.4) (1.6)

F(Yo5) 10.0 17.2 10.5 9.5 9.7 9.9 9.7 9.7
(0.3) (2.8  (0.1) (0.1) (3.0 (2.9) (2.7) 0.7)

F(Yo.75) 5.6 6.1 5.9 5.2 5.1 5.2 5.2 5.3
(0.1) (3.5) (0.2) (0.0)  (-0.6) (1.0) (-0.6) (0.2)

52 10.8 14.9 11.3 10.1 740 10.8 85.5 15.8
(-1.4)  (-11.3) (-1.8) (-1.3)  (61.3)  (-2.9) (72.2) (7.4)

0.3 Y 4.1 41 4.3 3.2 5.5 3.3 5.7 3.8
(0.2) (0.2) (0.3) (0.1)  (0.2) (0.2) (0.2) (0.2)

Yo,25 4.9 15.9 5.7 3.9 152 5.5 10.4 5.0
(-0.3) (12,90 (-0.1) (-0.6) (-13.0)  (3.6) (-8.9) (-1.4)

Yo.5 6.2 4.5 6.8 4.9 104 8.3 8.7 5.4
(-0.5)  (1.9)  (-0.5) (-0.6)  (-7.5)  (-5.8) (-5.7) (-1.1)

Yo,75 4.9 14.2 5.4 3.8 4.4 5.1 4.4 4.2
(-0.5) (-12.4) (-0.6) (-0.3) (1.0 (-2.2) (1.1) (-0.3)

F(Yo,25) 20.4 33.7 22.4 17.0 449 32.1 36.0 19.1
(-0.8)  (-30.4) (-0.8) (-0.6)  (41.4)  (-24.0) (31.7) (4.1)

F(Yo,5) 11.6 35.5 12.6 9.6 123 12.3 11.3 9.9
(-0.5)  (-10.8)  (-0.9) (-0.4)  (8.7) (8.2) (7.3) (0.9)

F(Yo,75) 6.6 10.9 7.2 5.4 5.3 5.7 5.4 5.6
(-0.2)  (9.9)  (-0.1) (0.0) (-1.7)  (2.5) (-1.9) (0.0)

52 13.4 32.6 14.8 11.1 ok 13.4 ok 31.5
(-1.7)  (-31.1)  (-2.1) (-1.6) (%) (-5.7) (**) (24.2)

0.5 Y 4.9 4.9 5.3 3.4 7.7 3.6 8.3 4.6
(-0.1)  (-0.1)  (0.0) (-0.2)  (0.6) (0.0) (0.7) (0.1)

Yo,25 6.6 35.8 7.9 41 349 6.5 25.7 6.7
(-0.2)  (34.4) (0.4) (-0.9) (-33.4)  (4.5) (-23.1) (-2.3)

Yo,5 8.0 5.2 8.3 54  17.5 11.2 13.4 6.1
(-1.4)  (15)  (-1.2) (-1.0)  (-15.3)  (-9.6) (-11.0) (-1.6)

Yo,75 6.2 23.1 6.5 3.9 6.1 6.6 6.1 4.6
(-1.3)  (-22.7)  (-1.1) (-0.4)  (2.8) (-4.1) (2.9) (-0.5)

F(Yo.25) 25.5 51.2 28.4 18.8 718 45.3 56.8 22.9
(1.1)  (-49.5)  (1.1) (1.3)  (69.5) (-34.5) (53.7) (8.1)

F(Yo5) 13.4 54.6 15.1 10.0 171 16.8 15.0 10.7
(0.2) (-11.1)  (-0.5) (0.0) (14.8)  (14.0) (12.3) (1.6)

F(Yo,75) 8.0 17.3 8.5 5.6 5.8 6.7 6.0 5.6
(0.2) (16.8) (0.2) (0.0)  (-3.0) (4.4 (-3.3) (0.4)

52 16.1 51.8 17.4 11.7 o 16.2 o 48.3
(-2.1)  (-51.1) (-2.5) (-1.2) (**) (-7.5) **) (41.3)
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métodos de imputacién para la poblaciéon Factories. Puede observarse que el
método de imputacién de la media nuevamente obtiene estimaciones con ses-
gos elevados en la estimacién de los distintos parametros. En esta poblacién,
el método de razon también produce serios sesgos debido a que el modelo de
superpoblacién (5) no se ajusta bien a los datos en estudio. Cuando el coe-
ficiente de correlacion lineal entre y y x sea elevado y la variabilidad de la
variable auxiliar sea pequena, el método NNI tendra un mejor comportamien-
to que otras técnicas de imputacion. En efecto, a medida que disminuye la
variabilidad de z, los valores x; (el valor de x asociado al dato faltante y;, con
i € s,,) v z; (el valor de z en la muestra s, que se encuentra mas proximo a ;)
estaran, en general, mas proximos. Si a esto unimos que la correlacién lineal
entre y y z es elevada, resulta evidente que el valor utilizado como donante (el
valor de y en la muestra s, asociado a x;, es decir, y;) reemplazara de forma
mas eficiente al dato faltante y;. Este hecho explicaria que el método NNI sea
mas eficiente que otras técnicas de imputacién en la poblacién Factories, cuyas
variables tienen una correlacion lineal muy elevada. Debido a un mejor ajuste,
el método de regresion generalmente es més eficiente que el método de razén.

4. Algunas indicaciones sobre el mecanismo de respuesta

Las secciones anteriores estan basadas en el caso de un mecanismo de respues-
ta uniforme. Sin embargo, esta situacién suele presentarse con poca frecuencia
en la practica. Los métodos de imputacion tradicionales tratan la respues-
ta no uniforme formando clases de imputacién y entonces asumen respuesta
uniforme dentro de cada una de estas clases de imputacién (Berger y Rao,
2006). De este modo, todas las unidades no tendran la misma probabilidad
de respuesta. Por ejemplo, el método RHD dentro de clases de imputacion
es uno de los métodos de imputacién usados con mayor frecuencia para la
imputacién de datos faltantes en encuestas por muestreo de hogares (Brick y
Kalton, 1996). Una amplia revisién sobre clases de imputacién puede consul-
tarse en Kalton (1983).

En esta seccion se describen los mecanismos de respuesta no uniforme mas
comunes en la practica, asi como las caracteristicas mas importantes de cada
uno de ellos. En la Seccién 5 evaluaremos empiricamente los distintos métodos
de imputacion en la presencia de clases de imputacién para el tratamiento de
mecanismos de respuesta no uniforme. Esto nos ayudara a extraer algunas con-
clusiones importantes para el caso de mecanismos de respuesta no uniforme.

En términos generales, las clases de imputacién se construyen usando una
variable discreta cuyos valores son observados para todas las unidades mues-
trales. También, estratos o uniones de estratos son usados con frecuencia para
la construccion de las clases de imputacién. En el caso de estratos numerosos
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y pequenos, las clases de imputacién se construyen mediante estratificaciéon a
posteriori (Valliant, 1993) y/o combinacién de estratos pequenos. En resumen,
podemos decir que la informacion auxiliar también se utiliza para crear las
clases de imputacién y mejorar, de este modo, la estimacion de parametros
cuando el mecanismo de respuesta no es uniforme.

En la practica, son dos los mecanismos de respuesta no uniforme que pueden
presentarse. Por un lado, el mecanismo de respuesta UCRM (acrénimo de
unconfounded response mechanism) depende exclusivamente de las variables
auxiliares, mientras que en el mecanismo de respuesta CRM (acrénimo de con-
founded response mechanism) la probabilidad de respuesta también depende
de la variable objeto de estudio. Es importante conocer los riesgos derivados
de un mecanismo de respuesta no uniforme, puesto que sesgos considerables
pueden obtenerse con un mecanismo CRM. Dichos sesgos pueden reducirse
si se conocen las caracteristicas del mecanismo de respuesta. Desafortunada-
mente, el mecanismo de respuesta es desconocido en la mayoria de las apli-
caciones reales. Otra opcién para reducir el sesgo es el uso de una correccién
en los datos imputados. En este sentido, Rancourt et al. (1994) discutieron
varios estimadores de tipo razén (véase también Hu et al., 2001) disenados
para corregir el sesgo en el caso de un mecanismo de respuesta CRM.

5. Comparacion en presencia de mecanismos de respuesta no uni-
forme

En esta seccién se comparan los distintos métodos de imputacion mediante
estudios de simulacién Monte Carlo usando las poblaciones ECPF y Factories
y considerando un nimero diferente de clases de imputacién con el fin de poder
analizar la ganancia que supone un incremento del nimero de clases en la
estimacion de los distintos parametros. Las clases de imputacién se obtuvieron
mediante el criterio de equiparticion, también utilizado para la formacion de
los estratos en la Seccién 3.

Siguiendo los estudios de Rancourt et al. (1994), se consideraron los siguientes
mecanismos de respuesta no uniforme:

(M1) La probabilidad de no respuesta es una funcién decreciente de z; dada por
exp(—yz;); es decir, (M1) es un mecanismo de respuesta UCRM.

(M2) La probabilidad de no respuesta es una funcién creciente de z; dada por
1—exp(—~x;); es decir, (M2) es también un mecanismo de respuesta UCRM.

(M3) La probabilidad de no respuesta es una funcién decreciente de y; dada por
exp(—~y;); es decir, (M3) es un mecanismo de respuesta CRM.

(M4) La probabilidad de no respuesta es una funcién creciente de y; dada por
1 —exp(—vyy;); es decir, (M4) es también un mecanismo de respuesta CRM.
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La constante « se determina de modo que la proporciéon media de no respuesta
sea igual a los valores p = 0,1, p = 0,3 y p = 0,5. Los distintos métodos
de imputacion se compararon en términos de SR y ECMR, obteniéndose los
resultados mostrados en las Tablas 3 a 6.

Asumiendo el mecanismo de respuesta (M1) y dos clases de imputacién, el
comportamiento de los distintos métodos de imputacién puede consultarse en
la Tabla 3, en la cual puede observarse que los estimadores obtenidos a partir
de los datos disponibles (sin usar imputacién, es decir, método SI) proporcio-
nan sesgos muy elevados, especialmente a medida que aumenta la proporciéon
de datos faltantes. Este hecho se debe a que la falta de respuesta es no uni-
forme, puesto que en el caso de respuesta uniforme se pudo comprobar que este
método de estimacién obtenia sesgos dentro de un rango razonable. A pesar
de la introduccién de clases, podemos observar como el método de imputacion
de la media también genera estimaciones muy sesgadas, especialmente cuan-
do el parametro de interés no es la media poblacional. En lo que respecta
al sesgo del resto de estimadores, podemos destacar una importante subesti-
macién de los métodos de razéon y regresion en la estimacion de la varianza,
asi como importantes sesgos del método de razén cuando la proporcion de
datos faltantes es elevada. Por tltimo, puede observarse que la incorporacion
de perturbaciones en los métodos de razon y regresion solventa el problema de
la subestimacion en la varianza, aunque la variabilidad anadida es tan elevada
que produce el efecto contrario, es decir, las estimaciones ahora sobreestiman
de manera importante la varianza poblacional de los datos en estudio. Este
hecho, tal como se confirma en las lineas siguientes, se debe a los outlier o
datos anémalos presentes en la variable de interés. Desde el punto de vista de
la eficiencia, podemos comprobar que ambos métodos de razén y el método
de regresién son generalmente los que obtienen las estimaciones més eficientes
en la mayoria de los parametros.

En la Tabla 4 se introducen dos clases mas en comparacién con la Tabla 3; es
decir, en la Tabla 4 se aplican los distintos métodos de imputacién dentro cada
una de las cuatro clases creadas en cada muestra seleccionada. Aunque la intro-
duccion de mas clases de imputacion obtiene estimaciones tan eficientes como
las obtenidas en el caso de dos clases de imputacion, puede observarse que, en
general, las estimaciones en el caso de cuatro clases estan menos sesgadas. Por
ejemplo, el método de razoén que incorpora perturbaciones aleatorias obtiene
en algunos pardmetros (en especial la varianza) valores de SR superiores al
5% en el caso de dos clases de imputacién, mientras que en el caso de cuatro
clases dichos sesgos son siempre inferiores al 5%. En este sentido, también
podemos destacar que el hecho de usar un niimero mayor de clases hacen que
los outlier estén controlados y colocados en una tnica clase, lo que implica que
los métodos basados en perturbaciones aleatorias sean més precisos y trabajen
mejor. A partir de estas indicaciones, se deduce que para la poblacién ECPF el
método de razén con perturbaciones aleatorias y cuatro clases de imputacion
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Tabla 3
Valores de ECMRx100 (y SRx100) asociados a distintos métodos de imputacién

en la poblacién ECPF. Se han utilizado dos clases de imputacién para tratar el
mecanismo de respuesta (M1). Las muestras fueron seleccionadas bajo muestreo
aleatorio simple y tamano n = 150.

Sin usar = Usando =
p Parametro SI Media  RHD NNI  Razén Reg Razén.PE  Reg.PE

0.1 Y 7.0 5.7 5.8 5.4 5.3 5.3 5.5 5.5
(4.2) (1.7) (1.7) (0.2) (-0.3) (0.2) (-0.3) (0.2)

Y025 9.0 13.2 8.2 7.4 6.9 7.3 7.2 7.5
(5.6) (11.2) (3.5) (0.2) (-0.3) (1.7) (0.4) (1.4)

Yo,5 7.3 6.5 6.1 5.9 5.8 5.8 5.9 5.9
(4.0) (-3.0) (1.1) (-0.6) (-1.1) (-1.4) (0.3) (0.7)

Yo,75 7.3 6.1 6.2 6.2 6.0 6.0 6.0 6.1
(3.8) (-0.3) (1.0) (0.1) (-1.1) (-0.9) (0.4) (0.5)

F(Y0,25) 18.5 24.3 17.1 15.9 14.6 16.7 14.3 15.0
(-11.9)  (-20.7) (-7.1) (-0.4) (0.6) (-4.0) (-0.6) (-2.6)

F(Yo,5) 10.1 9.7 9.0 8.4 8.4 8.5 8.3 8.6
(-5.6) (3.2) (-2.0) (0.3) (1.2) (1.6) (-0.9) (-1.3)

F(Yo,75) 5.5 4.5 4.8 4.7 4.4 4.5 4.6 4.7
(-2.7) (0.2) (-0.7) (-0.1) (0.8) (0.6) (-0.4) (-0.4)

Sg 30.5 27.7 28.7 28.2 27.7 27.8 29.0 28.7
(5.3) (-3.5) (1.0) (1.6) (0.5) (-0.9) (5.0) (3.5)

0.3 Y 10.9 6.7 7.1 6.3 5.9 6.0 6.3 6.2
(85)  (28)  (28) (-0.1)  (-1.1)  (0.1) (-1.1) (0.0)

Yo,25 13.7 30.3 9.9 9.4 8.5 11.1 8.2 8.7
(11.0) (29.2) (4.3) (-0.3) (3.0) (6.7) (-1.6) (0.7)

Yo,5 11.3 9.4 7.2 6.8 6.2 6.3 6.8 7.1
(8.9) (-7.0) (2.5) (-0.2) (1.3) (0.4) (1.9) (2.6)

Yo.75 10.4 9.0 7.9 7.5 7.7 7.4 7.4 7.6
(7.2) (2.9) (1.9) (-0.3) (-4.5) (-2.2) (1.9) (2.1)

F(Yo,25) 25.2 45.3 20.7 19.4 17.0 25.3 15.0 15.6
(-20.0)  (-44.0) (-9.3) (0.3) (-6.1) (-15.7) (2.8) (-1.4)

F(Yo,5) 15.2 17.3 10.8 9.8 9.9 10.6 9.2 9.9
(-12.1) (6.8) (-3.8) (0.0) (-2.5) (-1.1) (-2.8) (-4.0)

F(Yo,75) 8.3 5.4 5.8 5.5 5.9 6.0 5.6 5.8
(-5.9) (-1.5) (-1.3) (0.3) (3.5) (1.8) (-1.4) (-1.5)

Si 36.8 30.1 32.6 30.4 27.7 28.6 31.6 31.1
(12.3) (-15.0) (2.5) (-0.1) (-9.4) (-11.5) (8.2) (5.8)

0.5 Y 13.9 7.8 8.6 7.1 6.4 6.5 7.1 7.4
(11.3) (3.8) (4.1) (0.0) (-1.6) (0.3) (-1.6) (0.1)

Y0,25 15.5 35.1 11.9 11.3 11.8 15.3 10.8 10.7
(11.7)  (33.2)  (4.9) (03)  (72)  (11.4) (-4.1) (-1.1)

Yo,5 14.8 11.9 9.2 8.4 8.0 8.5 8.2 9.0
(11.1)  (-9.1)  (3.4) (0.1)  (40) (2.6 (2.4) (3.6)

Yo,75 15.0 16.0 9.8 9.0 8.9 9.0 9.0 9.7
(11.8)  (120) (3.5 (02)  (-62)  (-0.8) (3.5) (4.0)

F(Yo,25) 29.1 62.0 24.4 23.9 21.5 34.7 18.1 18.1
(-22.5)  (-61.3)  (-9.8) (-0.2) (-12.7) (-25.8) (6.9) (2.3)

F(Yo,5) 18.7 25.8 12.9 11.9 13.7 14.3 10.5 11.8
(-15.2) (6.3) (-5.1) (-0.4) (-7.3) (-4.6) (-3.4) (-4.8)

F(Yo,75) 11.0 8.6 7.5 6.6 7.4 7.9 6.8 7.3
(-8.5) (-5.7) (-2.9) (-0.1) (5.1) (1.0) (-2.6) (-3.0)

Sf/ 46.8 37.9 40.4 35.9 32.5 35.0 38.7 38.4
(18.6)  (-28.0)  (5.6) (-1.9)  (-21.1) (-24.2) (12.5) (9.7)




Tabla 4
Valores de ECMRx100 (y SRx100) asociados a distintos métodos de imputacién

en la poblacion ECPF. Se han utilizado cuatro clases de imputacién para tratar
el mecanismo de respuesta (M1). Las muestras fueron seleccionadas bajo muestreo
aleatorio simple y tamano n = 150.

Sin usar = Usando =
p Parametro SI Media  RHD NNI  Razén Reg Razén.PE  Reg.PE

0.1 Y 6.9 5.4 5.6 5.5 5.4 5.4 5.5 5.5
(3.8) (0.5) (0.5) (-0.1) (-0.3) (-0.1) (-0.3) (0.0)

Y025 8.9 9.7 7.3 7.3 7.0 7.2 7.1 7.2
(5.6) (6.5) (1.6) (0.0) (1.2) (1.7) (0.9) (1.4)

Yo,5 7.4 5.7 5.8 5.7 5.4 5.5 5.6 5.8
(4.4) (-0.5) (0.3) (-0.2) (-0.7) (-0.8) (0.6) (0.7)

Yo,75 7.0 6.1 6.1 6.2 6.1 6.1 6.0 6.2
(3.5) (-1.1) (0.1) (-0.1) (-1.1) (-1.0) (0.1) (0.2)

F(Y0,25) 18.0 24.8 15.5 15.0 14.7 16.3 14.0 14.5
(-11.6)  (-15.0) (-3.2) (02)  (-21)  (-3.6) (-1.3) (-2.4)

F(Yo,5) 10.3 8.2 8.4 8.3 8.3 8.3 8.3 8.4
(-6.1) (0.5) (-0.8) (-0.1) (0.8) (0.8) (-1.2) (-1.4)

F(Yo,75) 5.6 4.6 4.8 4.8 4.6 4.6 4.7 4.8
(-2.7) (0.7) (-0.2) (0.0) (0.7) (0.7) (-0.2) (-0.2)

Sg 29.4 27.4 27.5 27.6 27.2 27.3 27.7 27.7
(2.1) (-5.1) (-2.0) (-1.3) (-3.1) (-3.6) (0.4) (-0.4)

0.3 Y 11.1 6.0 6.2 6.2 5.8 5.8 6.2 6.2
(8.8) (1.1)  (1.2) (0.2)  (-0.3)  (0.1) (-0.3) (0.2)

Yo,25 13.8 14.8 9.0 9.1 10.7 10.8 8.5 8.6
(11.0) (9.3) (1.7) (0.0) (6.1) (6.2) (0.4) (1.3)

Yo,5 11.7 7.8 7.1 7.2 6.4 6.8 7.1 7.2
(9.1) (2.3) (0.4) (-0.2) (0.9) (0.7) (1.8) (1.8)

Yo.75 11.0 7.6 7.3 7.4 7.3 7.4 7.1 7.3
(7.8) (-3.2) (0.8) (0.5) (-3.4) (-3.0) (1.3) (1.6)

F(Y0725) 24.9 44.1 18.6 18.9 20.4 25.0 15.4 16.2
(-19.8)  (-29.1) (-3.7) (-0.2) (-11.6) (-14.4) (-0.7) (-2.1)

F(Yo,5) 15.5 12.1 10.1 10.1 11.0 11.2 9.9 10.2
(-12.2) (-2.9) (-1.1) (0.1) (-2.2) (-1.7) (-2.9) (-3.0)

F(Yo,75) 8.6 6.1 5.6 5.6 5.7 5.7 5.5 5.6
(-6.3) (2.5) (-0.5) (-0.2) (2.6) (2.3) (-0.9) (-1.1)

Si 36.4 28.2 30.0 30.1 27.2 27.5 29.6 29.7
(13.4) (-11.9) (1.8) (1.3) (-9.6) (-9.8) (4.3) (4.0)

0.5 Y 13.9 7.1 7.7 7.4 6.5 6.8 7.1 7.4
(11.0) (1.4) (1.4) (0.1) (-0.6) (0.1) (-0.6) (0.2)

Y0,25 15.2 16.8 10.5 11.1 15.9 15.0 9.9 10.0
(11.5) (9.0) (1.8) (0.5) (11.8) (10.3) (-0.1) (0.4)

Yo,5 14.6 11.6 8.6 8.8 8.5 9.0 8.4 8.8
(11.3) (6.2) (0.9) (-0.2) (3.7) (3.3) (2.8) (2.8)

Yo,75 15.0 10.6 9.3 9.1 8.8 9.3 8.8 9.5
(11.5) (-4.5) (1.3) (0.4) (-4.2) (-3.0) (2.3) (2.9)

F(Yo,25) 28.4 57.3 22.8 22.9 27.7 34.8 17.7 18.3
(-21.8) (-37.9) (-3.3) (-0.3)  (-20.5) (-23.2) (0.8) (0.2)

F(Yo,5) 18.4 17.8 11.9 12.2 15.2 15.0 11.5 11.7
(-14.6) (-7.8) (-1.3) (-0.2) (-7.1) (-5.7) (-4.0) (-4.0)

F(Yo,75) 11.0 8.4 6.8 6.8 7.8 7.5 6.8 7.0
(-8.4) (3.0) (-1.0) (-0.3) (3.6) (2.4) (-1.7) (-2.1)

Sf/ 48.4 36.2 39.3 37.7 34.5 34.6 37.5 38.5
(19.2)  (-24.0)  (2.8) (-1.1)  (-22.8) (-21.8) (4.9) (6.2)




seria la técnica de imputacion apropiada que estima los distintos parametros
de manera mas eficiente y con sesgos, en términos absolutos, mas pequenos.

Notamos que la ganancia mas importante, en términos de SR y ECMR, se
produce cuando pasamos de muestras sin clases de imputacion a dos clases
de imputacién. A medida que incorporamos clases de imputacién, la eficiencia
de las distintas estimaciones permanece aproximadamente constante, mientras
que los sesgos se van reduciendo paulatinamente. No obstante, la reduccion en
el sesgo se mantiene hasta el uso de cinco clases de imputacion, obteniéndose
incluso resultados negativos cuando el nimero de clases de imputacién es
demasiado elevado. Esto se debe a la existencia de clases con pocos valores
muestrales que producen, para esa clase, estimaciones poco fiables.

Las Tablas 5 y 6 presentan los valores de SR y ECMR en la poblacién Factories
cuando el mecanismo de respuesta es (M1) y se usan, respectivamente, dos y
cuatro clases de imputacién. Las conclusiones que se derivan de estas tablas
son similares a las que ya hemos comentado en las Tablas 3 y 4. No obstante,
destacamos que si en el supuesto de respuesta uniforme el método NNI era
el mas eficiente en la mayoria de los casos debido a la alta correlacion entre
las variables, cuando el mecanismo de respuesta es no uniforme y se utilizan
cuatro clases de imputacién, los métodos de regresion con perturbaciones y
NNI son los mas eficientes de entre los distintos métodos comparados en el
estudio; es decir, el método de regresion se vuelve tan eficiente como el método
NNI con la introduccion de clases de imputacion.

Simulaciones basadas en el mecanismo de respuesta (M2) fueron también ana-
lizadas en los estudios de simulacién, obteniéndose conclusiones similares a las
expuestas para el mecanismo (M1), y de aqui que esta informacion esté omiti-
da. Asumiendo los mecanismos de respuesta (M3) y (M4), los distintos méto-
dos de imputacién mostraron sesgos elevados debido a que el mecanismo de
respuesta es de tipo CRM. En este caso, los distintos métodos de imputacién
necesitarian un ajuste para corregir el sesgo causado por este tipo de mecanis-
mo no uniforme. En este sentido, en Rancourt et al. (1994) y Hu et al. (2001)
se discuten algunos métodos para el problema de imputacion en el caso de
mecanismo de respuesta CRM. El estudio de estos métodos de imputacion
ajustados no es el objetivo de este trabajo y de aqui que esta informacion
esté también omitida.

En resumen, se ha constatado que el mecanismo de respuesta es un factor
muy importante en el problema de la imputaciéon para el tratamiento de
datos faltantes. Si bien la no utilizacién de imputacion puede producir es-
timaciones eficientes y poco sesgadas en un mecanismo de respuesta uniforme,
esta metodologia resulta poco apropiada en el caso de mecanismos de respues-
ta no uniforme. Por otro lado, hemos comprobado que el uso de clases de
imputacion proporcionan estimaciones mas eficientes y menos sesgadas, espe-
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Tabla 5
Valores de ECMRx100 (y SRx100) asociados a distintos métodos de imputacién

en la poblacién Factories. Se han utilizado dos clases de imputacién para tratar
el mecanismo de respuesta (M1). Las muestras fueron seleccionadas bajo muestreo
aleatorio simple y tamano n = 100.

Sin usar x Usando =
p Parametro SI Media RHD NNI  Razén Reg Razén.PE  Reg.PE

0.1 Y 5.1 3.7 3.8 3.1 3.4 3.1 3.4 3.3
(3.9) (1.9) (1.9) (0.0) (-1.5) (0.5) (-1.5) (0.5)

Y025 6.8 9.3 5.4 3.5 4.5 3.7 4.1 4.0
(4.2) (7.0) (2.3) (-1.2) (-2.9) (-1.2) (-2.3) (0.2)

Yo,5 5.5 5.3 4.6 4.9 5.1 5.2 4.9 4.6
(3.3) (-1.8) (1.2) (-1.2) (-1.4) (-1.6) (-1.1) (-0.5)

Yo,75 3.3 3.6 3.5 3.6 3.6 3.6 3.5 3.5
(1.6) (-0.7) (-0.6) (-0.7) (-0.6) (-0.7) (-0.6) (-0.6)

F(Y0,25) 24.8 30.7 23.0 15.9 16.3 17.1 15.5 17.3
(-19.0) (-27.1) (-15.0) (-0.4) (7.1) (0.8) (4.6) (-5.7)

F(Yo,5) 14.0 8.8 11.6 8.9 8.8 8.8 8.9 9.3
(-10.1) (0.9) (-5.7) (-0.1) (0.4) (0.8) (-0.2) (-1.3)

F(Yo,75) 6.6 5.0 5.0 5.0 5.0 5.0 5.0 5.0
(-3.5) (0.1) (0.1) (0.1) (0.1) (0.1) (0.0) (0.1)

Sg 11.2 14.8 12.7 10.3 14.6 11.2 18.8 11.1
(-4.4) (-11.1) (-7.2) (0.1) (10.6) (-5.0) (14.6) (-1.1)

0.3 Y 11.4 5.1 5.2 3.0 4.9 3.2 5.1 3.4
(10.7) (3.9) (3.9) (0.2) (-3.7) (0.8) (-3.7) (0.8)

Y025 17.8 21.1 10.2 3.6 11.7 3.8 9.4 5.0
(15.0) (20.6) (6.5) (-1.2)  (-10.0) (-0.7) (-8.0) (0.2)

Yo,5 15.1 10.4 6.2 4.8 6.7 7.2 5.6 4.7
(13.3) (-8.6) (4.1) (-0.8) (-3.7) (-4.7) (-1.8) (0.1)

Yo.75 6.0 3.6 3.1 3.3 3.2 3.1 3.1 2.9
(5.5) (-0.3) (-0.2) (-0.4) (0.3) (-0.3) (0.6) (0.2)

F(Yo,25) 40.6 57.3 31.9 16.5 30.9 21.3 26.4 18.3
(-37.4) (-56.2)  (-24.6) (-0.3) (27.4) (-0.9) (22.1) (-4.3)

F(Yo,5) 29.8 11.7 17.7 8.9 8.2 9.5 7.9 8.9
(-28.0) (9.0) (-13.2) (-0.8) (3.2) (5.4) (1.0) (-2.1)

F(Yo.75) 154 5.2 5.1 50 5.4 5.1 5.7 5.3
(-13.7)  (-0.5)  (-0.4) (-0.1)  (-1.5)  (-0.4) (-1.9) (-1.1)

Si 12.6 24.9 16.8 10.9 34.6 13.4 47.1 13.6
(-5.1)  (-22.9) (-11.1) (0.3)  (32.7)  (-8.8) (44.5) (3.3)

0.5 Y 15.9 5.6 6.0 3.2 6.5 3.3 6.6 3.6
(15.3) (4.1) (4.2) (0.1) (-5.0) (0.5) (-4.9) (0.5)

Y0,25 24.9 21.3 12.3 3.9 21.1 4.7 17.8 6.0
(21.6) (20.4) (6.8) (-1.3)  (-19.0)  (-0.7) (-15.7) (-0.9)

Yo,5 23.8 12.9 7.4 5.6 10.8 10.1 8.4 5.3
(22.0) (-12.1) (3.8) (-1.5) (-8.6) (-8.3) (-5.6) (-1.0)

Yo,75 8.9 5.3 3.9 3.6 4.2 3.2 3.9 3.3
(8.4) (0.8) (0.3) (-0.6) (0.6) (-0.1) (1.3) (0.7)

F(Yo,25) 46.9 72.3 34.9 19.7 45.6 27.7 39.4 19.9
(-43.1)  (-71.2) (-22.1) (0.2)  (41.9)  (-1.5) (35.8) (-0.3)

F(Yo,5) 38.3 22.0 20.3 9.8 12.1 13.6 9.8 8.9
(-36.5) (20.6) (-13.3) (-0.1) (9.3) (10.8) (5.8) (0.1)

F(Yo,75) 24.5 5.8 5.5 5.0 5.6 5.3 6.2 5.7
(-23.2) (-2.4) (-1.4) (-0.2) (-2.1) (-1.2) (-3.1) (-2.2)

Sf/ 15.0 29.0 18.3 12.9 56.2 15.2 76.6 19.5
(-0.6) (-26.3) (-7.7) (-0.3) (54.1) (-9.4) (73.5) (9.7)
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Tabla 6
Valores de ECMRx100 (y SRx100) asociados a distintos métodos de imputacién

en la poblacion Factories. Se han utilizado cuatro clases de imputacién para tratar
el mecanismo de respuesta (M1). Las muestras fueron seleccionadas bajo muestreo
aleatorio simple y tamano n = 100.

Sin usar = Usando
p Parametro SI Media RHD NNI  Razén Reg Razén.PE  Reg.PE

0.1 Y 5.1 3.2 3.2 3.1 3.1 3.1 3.1 3.1
(3.8) (0.6) (0.6) (0.0) (-0.4) (0.0) (-0.4) (0.0)

Y025 6.4 4.3 3.7 3.4 3.8 3.8 3.7 3.6
(3.8) (-2.9) (0.1) (-1.2) (-2.0) (-1.8) (-1.5) (-1.0)

Yo,5 5.5 5.0 4.8 4.8 4.8 4.7 4.8 4.7
(3.3) (-0.9) (-1.0) (-1.1) (-1.3) (-1.2) (-1.0) (-0.9)

Yo,75 3.5 3.9 3.8 3.9 3.9 3.9 3.8 3.8
(1.7) (-0.6) (-0.6) (-0.6) (-0.6) (-0.6) (-0.6) (-0.6)

F(Yo,gs) 23.4 20.4 18.1 14.9 14.7 14.7 14.5 14.9
(-18.1) (7.5) (-6.8) (0.1) (3.7) (2.8) (1.3) (-0.9)

F(Y0’5) 13.9 8.9 8.9 8.9 8.8 8.9 8.8 9.0
(-10.0) (-0.8) (-0.4) (-0.1) (0.2) (0.2) (-0.3) (-0.6)

F(Yo,75) 6.9 5.2 5.2 5.2 5.2 5.2 5.2 5.2
(-3.8) (-0.1) (-0.1) (-0.1) (-0.1) (-0.1) (-0.2) (-0.1)

Sg 11.1 11.4 11.6 10.3 10.3 10.4 11.6 11.0
(-3.7) (-4.8) (-3.0) (0.5) (2.6) (-0.8) (4.3) (1.1)

0.3 Y 11.3 3.4 3.5 3.1 3.3 3.1 3.4 3.2
(10.7)  (1.2)  (1.2) (01)  (-1.1)  (0.2) (-1.1) (0.2)

Y025 17.8 5.8 5.0 3.6 5.7 4.8 5.2 4.4
(15.0) (-4.0) (0.7) (-1.1) (-4.5) (-2.5) (-3.6) (-0.9)

Yo,5 15.0 6.3 5.3 4.8 5.5 4.2 5.4 4.4
(13.1) (1.5) (-0.1) (-0.9) (-2.7) (-1.0) (-1.8) (0.0)

Yo.75 6.0 3.7 3.5 3.5 3.4 3.5 3.3 3.4
(5.5) (-0.4) (-0.4) (-0.5) (0.0) (-0.5) (0.1) (-0.3)

F(Y0725) 40.2 43.8 23.5 16.2 20.0 16.1 17.4 14.6
(-37.1)  (18.2) (-9.5) (-0.5) (14.1) (6.2) (9.6) (-0.3)

F(Y075) 29.8 10.4 9.5 9.1 8.9 9.1 8.4 9.3
(-28.0) (-5.0) (-1.9) (-0.7) (3.2) (0.2) (1.1) (-2.0)

F(Yo,75) 15.5 5.1 5.1 5.0 5.2 5.0 5.3 5.0
(-13.9)  (-0.6) (-0.4) (-0.2) (-1.1)  (-0.3) (-1.2) (-0.4)

Si 12.5 13.6 13.4 11.2 13.2 10.8 17.8 13.1
(-4.5) (-8.2) (-3.8) (0.5) (8.5) (-1.6) (13.3) (3.0)

0.5 Y 15.8 3.6 3.7 3.3 4.0 3.2 4.1 3.3
(15.1) (1.0) (1.0) (0.0) (-1.7) (0.0) (-1.8) (0.0)

Y025 25.1 7.1 6.2 3.9 8.2 6.0 7.8 5.5
(22.0)  (-4.3)  (0.8) (-1.3)  (-6.7) (-3.4) (-5.9) (-1.4)

Yo,5 23.7 8.2 5.8 5.6 7.8 4.1 7.3 4.7
(21.9)  (32)  (-0.2) (-1.6)  (-5.4) (-1.1) (-4.3) (-0.1)

Yo,75 8.7 4.7 3.9 3.9 4.0 3.8 3.8 3.4
(8.2) (-0.2) (-0.4) (-0.8) (0.2) (-0.7) (0.3) (-0.5)

F(Yo,25) 47.8 61.3 28.6 18.9 28.7 18.6 24.6 16.2
(-44.1)  (21.8) (-8.4) (0.0) (225)  (9.1) (17.5) (1.6)

F(Y(),g,) 38.4 11.6 10.1 10.3 12.2 10.5 10.3 9.8
(-36.6) (-7.2) (-1.6) (0.1) (7.8) (1.0) (5.0) (-1.2)

F(Yo,75) 24.2 5.7 5.5 5.2 5.4 5.2 5.5 5.2
(-22.7) (-2.0) (-0.5) (0.0) (-1.5) (-0.5) (-1.7) (-0.4)

S?/ 15.2 16.2 16.1 13.2 19.1 12.5 26.3 16.2

‘ (-1.3) (-9.3) (—2.7) (—0.8) (15.2) (-2.6) (22.2) (4.4)
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cialmente en el caso de mecanismos de respuesta no uniforme. Con el fin de
reducir en la medida de lo posible los sesgos, recomendamos el uso de cuatro
o mas clases de imputacion, si bien debemos de controlar, en cualquier caso,
que no existen clases con pocas unidades, puesto que esto podria producir
resultados poco satisfactorios. Los métodos NNI, razén con perturbaciones y
regresién con perturbaciones se han mostrado como los mas eficientes en el
caso de mecanismos de respuesta no uniforme, aunque debemos realizar un
analisis previo para utilizar de entre ellos el mas apropiado. Por ejemplo, el
método NNI resulta apropiado cuando la correlacion entre las variables es
muy elevada. Para la eleccion entre los métodos de razém y regresion ten-
dremos que estudiar el modelo ajustado entre las variables y analizar cual de
los dos métodos se adapta mejor a dicho modelo.

APENDICE A. Implementacién de métodos de imputacién median-
te R/Splus

En este apéndice se proporcionan las funciones o cédigos en el entorno de los
lenguajes de programaciéon estadistica R y Splus para la implementacion de
los métodos de imputacion descritos en este trabajo. Notamos que la idea de
proporcionar cédigos en R/Splus fue también seguida en Wu (2005) para la
implementacion del reciente método de verosimilitud empirica en el contexto
del muestreo en poblaciones finitas.

En primer lugar, describimos la funcién SEPARA.muestras que separa la mues-
tra inicial s, en las muestras s, y s,,. Ademas, esta funcion devuelve otros
objetos, tales como el valor de m, necesarios para el uso del resto de fun-
ciones descritas en este apéndice. Notamos que los lenguajes de programacion
R y Splus utilizan el comando “NA” para indicar que un determinado valor
no esta disponible. La funcion SEPARA.muestras dispone de tres argumentos, los
cuales se detallan a continuacion:

1. muestray: valores de la variable y en la muestra s, que tiene datos fal-
tantes.

2. muestrax: valores de la variable x en la muestra s,,.

3. Pi: probabilidades de inclusiéon de primer orden asociadas a las unidades
de la muestra s,,.

SEPARA.muestras <- function(muestray, muestrax, Pi)
{

POS.faltantes <- is.na(muestray)

POS.disponibles <- !POS.faltantes

datosy.r <- muestray[P0S.disponibles]
datosx.r <- muestrax[P0S.disponibles]
Pi.r <- Pi[P0S.disponibles]
datosx.m <- muestrax[P0S.faltantes]
m <- length(datosx.m)

list(datosy.r=datosy.r, datosx.r=datosx.r, Pi.r=Pi.r,
m=m, datosx.m=datosx.m, POS.faltantes=P0S.faltantes)
}
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A continuacion se describe la funcién METODO.media que permite implementar
el método de imputacion de la media. La funcién METODO.media da como salida
los m donantes que sustituiran los m datos faltantes en la variable y. Esta
funcién dispone de los siguientes argumentos, los cuales se pueden obterner a
partir de la funciéon SEPARA muestras:

1. datosy.r: valores de la variable y en la muestra s,..

2. Pi.r: probabilidades de inclusion de primer orden asociadas a las unidades
de la muestra s,.

3. m: numero de datos faltantes en la variable .

METODO.media <- function(datosy.r, Pi.r, m)

{

Pesos <- 1/Pi.r

N.est <- sum(Pesos)

Media <- (1/N.est)*sum(Pesos*datosy.r)

DONANTES .media <- rep(Media,m)
DONANTES .media
}

El siguiente método de imputacion que hemos implementado en R es el método
de Cohen. Los argumentos de esta funcién son los mismos que los descritos
para la funcién METODO.media.

METODO. cohen <- function(datosy.r, Pi.r, m)

{

r <- length(Pi.r)

n <-r +m

Pesos <- 1/Pi.r

N.est <- sum(Pesos)

Media <- (1/N.est)*sum(Pesos*datosy.r)

Dr <- sqrt((1/N.est)*sum(Pesos*(datosy.r-Media) "2))
ml <- round(m/2)

m2 <-m - ml

Raiz <- sqrt(n+r+1)/sqrt(r-1)

DONANTES. cohen <- c(rep(Media+Raiz*Dr,ml1),rep(Media-Raiz*Dr,m2))
DONANTES . cohen
}

La funciéon mETODO.NNI da como salida los m valores imputados mediante el
método de imputacion NNI. Los argumentos requeridos en esta funcién son
los siguientes:

1. datosy.r: valores de la variable y en la muestra s,.

2. datosx.r: valores de la variable x en la muestra s,.

3. datosx.m: valores de la variable x en la muestra s,,.

4. m: nimero de datos faltantes en la variable .

METODO.NNI <- function(datosy.r, datosx.r, datosx.m, m)
{

DONANTES.NNI <- c()

for (j in 1:m)

{

Diferencias <- abs(datosx.m[j] - datosx.r)

Dif.min <- min(Diferencias)

POS.min <- Dif.min==Diferencias

DONANTES <- datosy.r[P0S.min]

Num.T <- sum(P0S.min)

if (Num.T==1) DONANTES.NNI <- c(DONANTES.NNI, DONANTES)

else DONANTES.NNI <- c(DONANTES.NNI, sample(DONANTES,1))
}
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DONANTES . NNI
}

Imputaciones mediante los métodos de la razén y regresion pueden realizarse,
respectivamente, mediante las funciones METODO.razon ¥ METODO.regresion. Por
otra parte, con las funciones METODO.razon.aleatorio Y METODO.regresion.aleatorio S€
obtienen los donantes mediante los métodos de razén y regresion que anaden
perturbaciones aleatorias. Los argumentos de estas funciones ya han sido des-
critos en funciones anteriores.

METODO.razon <- function(datosy.r, datosx.r, Pi.r, datosx.m)

{

Pesos <- 1/Pi.r

N.est <- sum(Pesos)

MediaY <- (1/N.est)*sum(Pesos*datosy.r)
MediaX <- (1/N.est)*sum(Pesos*datosx.r)

DONANTES.razon <- (MediaY/MediaX)*datosx.m
DONANTES.razon

}

METODO.regresion <- function(datosy.r, datosx.r, Pi.r, datosx.m)

{

Pesos <- 1/Pi.r

N.est <- sum(Pesos)

MediaY <- (1/N.est)*sum(Pesos*datosy.r)

MediaX <- (1/N.est)*sum(Pesos*datosx.r)

Beta.est <- sum(Pesos*(datosx.r-MediaX)*(datosy.r-MediaY))/sum(Pesos*(datosx.r-MediaX) ~2)

DONANTES.reg  <- (MediaY/MediaX)*datosx.m
DONANTES .reg

}

METODO.razon.aleatorio <- function(datosy.r, datosx.r, Pi.r, datosx.m)
{

Pesos <- 1/Pi.r

N.est <- sum(Pesos)

Media <- (1/N.est)*sum(Pesos*datosy.r)

Desviacion <- sqrt((1/N.est)*sum(Pesos*(datosy.r-Media)"2))

DONANTES.razonA <- METODO.razon(datosy.r, datosx.r, Pi.r, datosx.m) + rnorm(m,0,Desviacion)
DONANTES.razonA
}

METODO.regresion.aleatorio <- function(datosy.r, datosx.r, Pi.r, datosx.m)

{

Pesos <- 1/Pi.r

N.est <- sum(Pesos)

Media <- (1/N.est)*sum(Pesos*datosy.r)

Desviacion <- sqrt((1/N.est)*sum(Pesos*(datosy.r-Media) ~2))

DONANTES.regA <- METODO.regresion(datosy.r, datosx.r, Pi.r, datosx.m) + rnorm(m,0,Desviacion)
DONANTES .regA
}

La funcién METODO.RHD implementa el método de imputacién RHD. Los argu-
mentos de esta funcién coinciden con los argumentos de las funciones METO-
DO.media Y METODO.cohen.

METODO.RHD <- function(datosy.r, Pi.r, m)

{
Pesos <- 1/Pi.r
Prob <- Pesos/sum(Pesos)

DONANTES.RHD <- sample(datosy.r, m,replace=T, prob=Prob)
DONANTES . RHD
}
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Por 1ultimo, describimos la funcién REALIZA.imputacion, que devuelve todos los
valores de la variable y en la muestra s,; es decir, esta funcién asigna los
valores devueltos por cada una de las funciones de imputacion descritas a las
posiciones donde se ha producido la no respuesta.

REALIZA.imputacion <- function(muestray, DONANTES, POS.faltantes)
{

muestray [POS.faltantes] <- DONANTES

muestray

}

APENDICE B. Ejemplo para el uso de las funciones descritas

En este apéndice se presenta un ejemplo que describe como utilizar las fun-
ciones descritas en el Apéndice A, dadas una muestra con unidades faltantes
y las probabilidades de inclusiéon de cada una las unidades de la mencionada
muestra. Por simplicidad, la muestra utilizada en este ejemplo tiene tamano
n = 10 y ha sido seleccionada mediante muestreo aleatorio simple de la
poblaciéon Factories descrita en la Seccién 3. Los datos seleccionados fueron
los siguientes:

Muestra de y : 7152, 5630, 6752, 6660, 4762, 3821, 7416, 5562, 6567, 5286.
Muestra de x : 563, 211, 425, 443, 185, 97, 705, 198, 375, 160.

Ademas, a partir de las n = 10 unidades que componen la muestra, se selec-
cionaron aleatoriamente m = 3 unidades, las cuales jugarn el papel de datos
faltantes. Las unidades seleccionadas como datos faltantes fueron las que ocu-
pan las posiciones 2, 4 y 7; es decir, los valores 5630, 6660 y 7416 seran tratados
como datos faltantes. Las instrucciones que podemos seguir para imputar estos
datos faltantes mediante el método NNI, por ejemplo, son las siguientes:

## Introducimos los datos muestrales de ambas variables, incluyendo los datos faltantes:
muestray <- c(7152, NA, 6752, NA, 4762, 3821, NA, 5562, 6567, 5286)
muestrax <- c(563, 211, 425, 443, 185, 97, 705, 198, 375, 160)

## Introducimos las probabilidades de inclusién:
Pi <- rep(1/10,10)

## Separamos la muestra s.n y obtenemos el resto de informacién necesaria:
SALIDA <- SEPARA.muestras(muestray, muestrax, Pi)

## Aplicamos el método NNI para obtener los donantes:
DONANTES.NNI <- METODO.NNI(SALIDA$datosy.r, SALIDA$datosx.r, SALIDA$datosx.m, SALIDA$m)

## Reemplazamos los datos faltantes por los donantes obtenidos:
REALIZA.imputacion(muestray, DONANTES.NNI, SALIDA$POS.faltantes)

Los valores devueltos por la ultima instruccion son

7152, 5562, 6752, 6752, 4762, 3821, 7152, 5562, 6567, 5286.
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Estas cantidades corresponden a los valores muestrales de y después de susti-
tuir los datos faltantes por sus correspondientes imputaciones.

Todas las funciones descritas en los Apéndices A y B estan disenadas para el
caso de un disenno muestral general sin clases de imputacién. En la presencia
de clases de imputacién, el uso de las funciones es bastante simple. En este
caso tendremos que utilizar las mencionadas funciones dentro de cada una
de las clases de imputacién. No obstante, se puede solicitar informacion a los
autores sobre las funciones descritas, u otras que sean requeridas, mediante
correo electronico.
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RESUMEN

La decisién de la localizaciéon es una de las opciones estratégicas mas im-
portantes que tienen que tomar las empresas, con influencia directa so-
bre su competitividad. Por este motivo, se han desarrollado numerosas
metodologias que ayudan en la toma de estas decisiones. En este trabajo, se
realiza una aplicacion empirica de una metodologia de ayuda a la decisiéon
multicriterio; especificamente, se ha optado por el método ELECTRE en sus
versiones I y III, con el fin de seleccionar el mejor emplazamiento para una
empresa. Para esta aplicacion, se utilizan como alternativas de localizacién
las Comarcas de Aragén, como factores de localizacién se utilizan 8 criterios
y como peso o importancia de esos factores los obtenidos mediante una en-
cuesta. Ademads, se aporta evidencia sobre la consistencia de los resultados
obtenidos. Como se aprecia en el trabajo, aunque la tipologia de los proble-
mas a los que van destinados ambos métodos son distintos, los resultados
obtenidos pueden ser considerados como consistentes.

Palabras clave: localizacién empresarial; métodos ELECTRE; comarcas
aragonesas.
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Industrial Location Decisions in Aragon:
an Empirical Application of a Multi-criterion
Methodology of Aid to the Decision
using ELECTRE Methods I and III.
Robustness of the Obtained Results

ABSTRACT

The location decision is one of the most important strategic decisions that
have to take the firms, with direct influence on their competitiveness. For
this reason, many methodologies have been developed to help in the decision
making. In this paper, we make an empirical application of a multi-criterion
methodology of aid to the decision; specifically, ELECTRE method has been
chosen in its versions I and II1, in order to select the best place for a firm. The
alternatives are counties in Aragon (Spain), and we use eight criteria. The
weight has been obtained by surveys. In addition, evidence is contributed
about the consistency of the obtained results. Though the typology of the
problems to which both methods are destined are different, the obtained
results can be considered consistent.

Keywords: industrial location, ELECTRE methods, counties in Aragén
(Spain).

JEL classification: C49; R39.

2000MSC: 90B50; 91B06.
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1. INTRODUCCION

Las ultimas décadas han supuesto, para el entorno econémico en el que operan las empresas,
importantes cambios y transformaciones que han provocado variaciones sustanciales en su
estructura productiva. Estos cambios se producen a un ritmo tan acelerado que los modelos de
respuesta estratégica a los desafios competitivos del pasado inmediato no constituyen
modelos validos a la hora de encaminar el futuro de los negocios. Este nuevo escenario
econdmico esta propiciando la aparicion de nuevas pautas de comportamiento de las
industrias a la hora de afrontar sus decisiones de inversion y localizacion (Ravelo, Mesa y
otros, 2002). Esta decision de localizacion presenta unas caracteristicas que la hacen
merecedora de especial atencién: la escasa frecuencia con la que se toma, la complejidad de
esa decision y la subjetividad, especialmente en las pymes. Estas empresas de reducida
dimension suelen tomar estas decisiones sin valorar factores tradicionales de localizacion,
sustentando esa decision en factores mucho mas subjetivos, como la proximidad al domicilio.
Ademas, la localizacion es una de las decisiones estratégicas mas importantes para cualquier
empresa, ya que afectara a sus beneficios y costes a largo plazo, y resulta complicada y
costosa de cambiar (Heizer y Render, 2001).

El componente espacial ha estado presente en la literatura econdmica desde sus
origenes. La teoria clasica del comercio entre naciones establecia que el comercio internacional
entre paises se determina segun la abundancia relativa de factores de produccion que los paises
posean. Porter (1990) amplia este concepto clasico afiadiendo que los paises difieren no solo
en la dotacion inicial de factores, sino también en sus capacidades para crear, mejorar y sustentar
la innovacién y el desarrollo tecnoldgico que se requiere para aumentar la productividad en
determinadas industrias. Adam Smith (1776) introduce la idea de ventaja absoluta, por la que

un pais o region con costes bajos puede dominar el mercado exportando a otros.

La teoria de la localizacion ha experimentado un constante proceso de evolucion a lo
largo de los dltimos afios. Originariamente, Weber (1909), que fue considerado padre de esta
teoria, basaba sus principios en los costes de transporte; mas adelante siguieron y ampliaron
sus teorias autores como Ldsch (1940), Palander (1935) y Hoover (1948). La evolucion de la
teoria de la localizacion esta intimamente ligada a los grandes cambios estructurales que ha
experimentado la actividad industrial, tales como las modificaciones en el tamafio de las
empresas, la incorporacion de nuevas tecnologias y la extension y ampliacion de los
mercados. Poco tienen en comdn los factores que consideraban las pequefias empresas de la

pasada revolucion industrial, centrados en el coste del transporte, la obtencion de materias
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primas y la optimizacion de la energia, frente a decisiones actuales que se centran en la
apertura de nuevos mercados, especialmente en los paises asiaticos, aunque es cierto que

todavia en la actualidad sigue habiendo una fuerte presencia del factor coste.

Como se ha indicado, una de las caracteristicas mas importantes de la decision de
localizacion es la complejidad de esa decision. Esa complejidad se percibe, entre otros, por el
hecho de que esa decisidon se toma en funcion de varios criterios u objetivos y no en base a
uno Unico. Por este motivo, investigadores de diversas areas de conocimiento han
desarrollado en las ultimas décadas un paradigma de decision alternativo al paradigma de
decision clasico monocriterio: la decision multicriterio. Dentro de este nuevo paradigma
multicriterio de ayuda a la toma de decisiones, la Metodologia ELECTRE ha alcanzado
especial relevancia y ha sido utilizada ampliamente por investigadores y profesionales. Esta
metodologia esta basada en el concepto de superacion, que indica el grado de dominacion de
una alternativa sobre otra. Para su aplicacion requiere de un conjunto de alternativas de
eleccion, que en este caso son localizaciones potenciales de una empresa, y un conjunto de
atributos o criterios medibles sobre cada localizaciéon. El desarrollo de esta metodologia
ELECTRE ha supuesto la aparicion de diversas versiones, siendo la més utilizada la version
I11. Esta version sirve para la resolucion de tipos de problemas de ordenacion de alternativas,
desde la mejor hasta la peor. También la version | de esta metodologia ha sido utilizada en
abundantes investigaciones y aplicaciones practicas, aunque su objetivo no es resolver
problemas de ordenacion sino problemas de seleccién de un subconjunto de alternativas de

entre un conjunto dado.

Este trabajo aborda un problema de localizacion empresarial. Vamos a suponer que
una empresa se enfrenta a la decision de localizar una nueva instalacion, fruto tanto de nueva
implantacion como de una ampliacion de sus necesidades. Esa decision se va a tomar en
funcién de una serie de criterios que han sido seleccionados de una revision de la literatura.
Para el desarrollo de esta metodologia es necesario, ademas de unos criterios sobre los que
sustentar la decision, un conjunto de alternativas que van a ser comparadas en base a esos
criterios. Las alternativas de localizacion son una nueva division administrativa que se ha

implantado en la Comunidad Auténoma de Aragon: las comarcas.

La estructura del trabajo es la que se indica a continuacion: en el siguiente apartado se
explica la metodologia que se va a seguir en el trabajo, presentando los modelos ELECTRE |
y ELECTRE IIl, utilizados en el andlisis; a continuacion se ha realizado un analisis empirico

dividido en dos etapas; en la primera se han obtenido, mediante la utilizacion de encuestas,
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qué factores son determinantes en las decisiones de localizacion y en la segunda se han
aplicado los modelos ELECTRE Iy 11l a los datos referidos a las Comarcas Aragonesas; en el

ultimo apartado se presentan las conclusiones.

2. LOS MODELOS ELECTRE | Y ELECTRE 11l COMO METODOS DE ELECCION
MULTICRITERIO DISCRETO

La necesidad de tomar decisiones sobre la base de informacion estructurada y objetiva
impera, entre otros, en el contexto de las Ciencias Sociales y, mas concretamente, en la
Administracion de Empresas, en cuyo ambito aparecen frecuentemente problemas en los que
la seleccion de soluciones posibles debe realizarse en presencia de criterios maltiples y de
diversa naturaleza. La introduccion de problemas en los que se han de considerar varios
atributos en su resolucion ha impulsado el desarrollo de una disciplina cientifica conocida
como Decision Multicriterio, que arranca alrededor de 1950. Los métodos de toma de
decision multicriterio son unas poderosas herramientas que ayudan a generar consenso en
contextos complejos de decision. Se pueden aplicar estas técnicas a casos en los que sea
necesaria la confluencia de intereses y puntos de vista de diferentes grupos o personas.
También tienen la ventaja de posibilitar el analisis de problemas teniendo en cuenta factores
que de otra forma se escaparian al decisor. Una de las ramas de esta disciplina cientifica, la
Programacion Multicriterio Discreta, consiste en el estudio de los casos en los que el nimero
de soluciones posibles es finito y, habitualmente, se tiene en cuenta como criterio de decision
la optimizacidn de los objetivos propuestos para la empresa. Puesto que en las decisiones de
localizacion de las empresas es normal considerar un conjunto de atributos de las alternativas
consideradas, convendria analizar el problema que se nos plantea dentro de la metodologia
proporcionada por la Decision Multicriterio. En concreto, se ha optado por emplear el método
“Elimination and Choice Translating Algorithm” (ELECTRE), desarrollado por Roy (1968).

Para decidir la eleccion de una alternativa o conjunto de alternativas de localizacion
que pueden considerarse satisfactorias’, este método se basa en una “relacion de superacién”
entre cada par de alternativas, que posteriormente hay que aceptar o rechazar. Para verificar

que una alternativa de localizacion a; supera a otra ax, el método utiliza dos principios:

- principio de concordancia, que requiere que en la mayoria de los criterios se pueda

afirmar que efectivamente la alternativa a; supera a la alternativa ay;

! Es lo que Barba-Romero y Pomerol (1997) definen como solucién o soluciones eficientes, no dominadas u

oOptimas en el sentido de Pareto.
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- principio de no discordancia, que requiere que, respecto a los criterios para los que
la alternativa a; no supera a la alternativa a, la diferencia entre ambas alternativas

no sea muy grande.

A lo largo del tiempo se han ido proponiendo varias versiones del método ELECTRE
y en este trabajo se van a utilizar las versiones | y I11. La razon por la que se van a realizar los
calculos con ambas versiones es porque cada una de ellas aplica supuestos diferentes para los
calculos a realizar y para el establecimiento de los limites a considerar para la aceptacion de la
relacion de superacion entre alternativas; asi, en la version | se fijan unos umbrales de
concordancia y discordancia que marcan los limites para aceptar la relacién de superacion,
mientras que en la version 1l la reflexion gira en torno al grado de credibilidad que se le
otorga a la relacion de superacion. Ademas, los objetivos perseguidos son distintos: la version
I busca un conjunto de soluciones que superan a las demas, mientras que la versién 111 busca
una ordenacion de todas las alternativas, desde la mejor a la peor. De esta forma se puede
analizar la coherencia y robustez entre los resultados obtenidos por ambas versiones,
pudiendo analizar las eventuales discrepancias en virtud de los diferentes supuestos aplicados
en los célculos. Por lo tanto, aunque la filosofia de la que parten es la misma (una ayuda
multicriterio en el proceso de toma de decisiones), tanto los objetivos como el algoritmo
utilizado son distintos: mientras que el ELECTRE | proporciona como solucién un
subconjunto tan restringido como sea posible de alternativas no superadas, el ELECTRE IlI
proporciona una ordenacion de todas las alternativas. El algoritmo utilizado también varia, ya
que en la version 111 se introduce una graduacion (fuerte o débil) en la relacion de superacion
gue ambos métodos utilizan. Por otra parte, las versiones primeras del método ELECTRE no
se consideran superadas por las posteriores, como muestra el hecho de la aplicacion de la
version | en trabajos recientes como los de Almeida (2005), Nowak (2005), Vasiloglou (2004)
y Morais y otros (2006). A continuacion se exponen de forma sucinta las bases teoricas de

ambas metodologias.

2.1. El método ELECTRE |

Vamos a suponer que una empresa se enfrenta a la eleccion de una inversion entre dos
alternativas a; y ax. Supongamos que esa empresa considera n factores relevantes de
localizacion o criterios cada uno de ellos y ademas esa empresa le otorga una importancia o

ponderacion de w, a cada uno de ellos. Por Gltimo, vamos a considerar que el valor numérico

que la alternativa j tiene respecto al criterio i se expresa por E; .
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Si se comparan los valores de las alternativas anteriores respecto de uno de los
criterios considerados (criterio i), solo se pueden producir una de las tres situaciones

siguientes, segun el método ELECTRE I:

SiE; > E;, < ajespreferidaa a,.

Si E; = E, < a; esindiferente con a,.

SiE; < Ey < a espreferidaa a;.

Este metodo utiliza dos indices que sintetizan la informacion de las comparaciones por

parejas de los valores E;; y E; . Estos dos indices sirven para afirmar que una alternativa a es

mejor que otra alternativa ax cuando las valoraciones en la mayoria de los criterios son
mejores y que, en aquellos que no es mejor, no lo es de forma notoria. El indice de
concordancia (ICjk) entre esas dos localizaciones, aj y ax, se calcula mediante la siguiente

expresion:

2w

_ ViE2E,
n
2w,
i=1

El numerador de este cociente es la suma de las ponderaciones w; asignadas a los

IC,, (1)

factores para los que la localizacion ga; tiene una puntuacion que es mayor o igual a la de la
localizacion ag, y su denominador es la suma total de las ponderaciones asignadas al conjunto
de los factores. Este indice toma valores comprendidos entre 0 y 1. Cuanto mayor es el valor
del indice, mejor es la localizacion a; frente a la localizacion ax. Si el indice toma el valor 1,
esto significa que la alternativa a; es mejor que la alternativa ax en todos los criterios

considerados. Por el contrario, si toma el valor 0 indica que no es mejor en ninguno de ellos.

El indice de discordancia para ese par de alternativas a; y ax (IDjk) se calcula, para
aquellos factores en los cuales la localizacion aj no domina a la ax, como el mayor de los
cocientes entre la diferencia en la puntuacion para un factor i entre g y ax y la amplitud total

de la escala considerada para ese factor (TEi), de acuerdo con la siguiente expresion:
IDjx =Max; (V1i, Eij <E,) { Ei — Eij 2
TEi

El indice de discordancia toma valores comprendidos entre 0 y 1, resultando el valor 0
cuando la localizacion a; no es inferior en factor alguno a la localizacion ax (lo que implica

que el indice de concordancia ICj ha de ser 1) y siendo 1 cuando, en al menos un factor, la
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divergencia a favor de la localizacion k es la totalidad de la escala; cuanto mas grande sea la
infravaloracion de la localizacion a; respecto la ax en al menos un factor, mayor valor tomara

el indice de discordancia.

Una vez calculados los indices de concordancia y discordancia, para poder afirmar que
una alternativa supera a otra, hay que determinar los valores de estos indices a partir de los
cuales se admite la hipdtesis de superacion, ya que si se utilizan los valores extremos (1 y 0),
estariamos suponiendo que solo se podria afirmar esa superacion en los casos en los que una
alternativa esté mejor valorada que la otra en todos los criterios de comparacion considerados.
Para ello, se introducen unos umbrales de concordancia y discordancia, denotados por s¢y Sg,
respectivamente. EI umbral de concordancia expresa el minimo de concordancia requerido
para que la proposicion “a; supera a ax” no sea rechazada. El umbral de discordancia expresa
el maximo de discordancia tolerado para que la hipdtesis “aj supera a a,” no sea rechazada. En
consecuencia, una vez introducidos los umbrales de concordancia y discordancia por el

decisor, se define la relacion de superacion S como: &; S ax si y solamente si ICjx > s, y IDj«

<'s,.Los pasos a seguir teniendo en cuenta lo anterior aparecen resumidos en el Grafico 1.

Grafico 1. Secuencia de aplicacion del método ELECTRE |I.

indice de concordancia IC, Indice de discordancia 1D,

Umbral de Umbral de
concordancia S, discordancia S,

Test de
concordancia:

(1Cy 28,2

Test de
discordancia:
NO ¢ IDy <547
NO
/ Si
A 4 A 4
Se rechaza la Se acepta la
hipétesis a;Sa, hipétesis a;Sa,
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Una vez calculadas las relaciones de superacion entre cada par de alternativas, se
pueden separar las alternativas en dos grupos: aquellas alternativas que no se ven superadas
por ninguna otra y aquellas alternativas que son superadas por al menos una de ellas. El

primer grupo de alternativas recibe el nombre de nucleo y se denota por N.

Si el conjunto de alternativas A es finito y la relacion de superacion cumple la
propiedad transitiva, el nucleo estaria formado por el conjunto de soluciones eficientes del
problema multicriterio en el sentido dado por Barba-Romero y Pomerol (1997). Las
alternativas eficientes son Optimas en el sentido de Pareto, ya que no estdn dominadas
estrictamente por ninguna otra; dicho de otro modo, no se puede encontrar otra alternativa que
sea mejor o igual en todos los criterios y estrictamente mejor para alguno de ellos. En los
casos en los que no se cumple la propiedad transitiva en la relacion de superacion, el ndcleo
no existe o, si existe, puede no ser Unico y no se puede hablar de alternativas eficientes. Se
consigue clasificar en dos grupos las alternativas de localizacion: por una parte se tiene las
pertenecientes al ndcleo que no son superadas por ninguna alternativa, y por otra, las de fuera

del nucleo, que son superadas al menos por una, pertenezca o no al nicleo.

2.2. El método ELECTRE I

La modelizacion de las preferencias del decisor en la version ELECTRE |11 es menos rigida,
ya que se toma como punto de partida el siguiente argumento: si la diferencia entre las
valoraciones de las alternativas a; y ax es muy pequefia, ¢el decisor continuara prefiriendo una
de ellas?; ¢es esa pequefia diferencia razon suficiente para hacer mas preferida una que la
otra? ElI método ELECTRE IllI consigue esta flexibilizacion con la introduccion de tres

nuevos umbrales, definidos para cada uno de los criterios considerados:

a) el umbral de preferencia (p), que seria la magnitud en que exigimos que la
valoracion de la alternativa a; sea mayor que la de la alternativa a. para poder

hablar de preferencia fuerte de la primera respecto a la segunda.

b) el umbral de indiferencia (g), que seria la magnitud en que permitimos que la
valoracion de la alternativa ax sea menor que la de la alternativa a; para seguir

siendo indiferentes.

c) el umbral de veto (v), que seria la magnitud de la diferencia (a; -ax) a partir de la
cual nunca se aceptarda que la alternativa k supere a la alternativa j, aunque la

supere en el resto de criterios.

Estos tres umbrales son valores no negativos y ademas ordenados (p,qv=0; g<p<v).
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Ahora la comparacién no se realiza Unicamente a partir de la valoracion de cada
alternativa respecto a los criterios definidos en el desarrollo del modelo, sino que tiene en
cuenta los umbrales de preferencia p, de indiferencia q, y de veto v, lo que supone la
introduccion de lo que esta metodologia denomina pseudo-criterios®. Por lo tanto, con la

introduccién de estos umbrales la modelizacion de las preferencias sera®:
Si —q; <Ej —Ej <q; < ajes indiferente con @, .

si

q; < (E i —Eik )s pi < @& es preferido de forma debil sobre a, .

Si pj. (E ij — Eik) <V; < ajes preferido fuertemente a a, .

Si (E i —Eik )2 V; < laposibilidad de superacion de @, sobre a; es vetada.
Si —p; <(Ejj —Ey J<-0a; < akes preferido de forma débil sobre aj .
Si—v; < (Eij -Ey )s —p; < a,es preferido fuertemente a aj .

Si (E i —Eik )2 -V; < laposibilidad de superacion de a; sobre a, es vetada.

Esta version del método ELECTRE utiliza también dos indices: el indice de
concordancia y el de discordancia. A diferencia de la version I, el indice de concordancia es
calculado obteniendo primero un indice de concordancia por criterio y luego un indice de
concordancia global. El indice de concordancia por criterio afirma en qué medida la
alternativa a; es al menos tan buena como la alternativa ax para el factor i. Se denota por

¢, (a;,a,) y se define como:

¢i(aj,a)=1e(E, —E;) <q
O<Ci(ajvak)<1<:> a; < (B _Eij)S pi
c¢(a;a)=0<p <(E, -E))

“El valor final del indice se calcula mediante interpolacion lineal.

El indice de concordancia global se obtiene a partir de la siguiente expresion:

ZWi *Ci(ajlak)
IC, =2

m

D W,

i=1

2 Un criterio verdadero es un pseudo-criterio con umbrales de preferencia p, de indiferencia q y de veto v,
iguales a cero.

40



Para el célculo del indice de concordancia, en la version Il del método ELECTRE se
suman los pesos de los criterios, excluyendo aquéllos en los que su indice de concordancia sea
0. Ademas, en aquellos criterios cuyo indice de concordancia esté comprendido entre 0y 1, el
peso del criterio se minora en el importe del propio indice. El indice de discordancia para cada

criterioi [ d;(a;,a,)] se define como:

di(a;, a)=1ev, <E, —E;
O<di(aj,ak)<1<:> p; < (E;, —Eij)gvi
di(a;,a)=0<(E, -E;)<p

“El valor final del indice se calcula mediante interpolacion lineal.

Para cada par de alternativas de (a;,a,) ahora existe una medida de concordancia y

otra de discordancia. En la etapa final de los célculos se combinan ambas medidas para
generar una medida del grado de superacion, esto es, una matriz de credibilidad que valora la
fortaleza de la afirmacion “la alternativa a; supera a la alternativa ac”. Previamente hay que
definir, para cada par de alternativas, el subconjunto F de criterios que tiene como elementos
aquéllos para los cuales el indice de discordancia por criterio es superior al indice de
concordancia global:

F={i/ieF, d(a,a)>C,}

El grado de credibilidad (0, ) para cada par de alternativas (a;, a,) se define como:

o si F = conjunto vacio

1-d;(a;,a
C, *HM en otros casos
L™ c,

De la definicion del grado de credibilidad se obtiene que éste sera el mismo que el
valor del indice de concordancia global si ningun valor de los indices de discordancia por criterio
es mayor que él. Si para algun criterio ese valor del indice de discordancia por criterio es mayor
que el indice de concordancia global, el grado de credibilidad sera el indice de concordancia
global disminuido por la discordancia. De igual forma, el grado de credibilidad de cualquier

par de alternativas sera O si, para algun criterio, el valor de la discordancia fuera 1.

% Siempre que el criterio sea a maximizar; si el criterio es a minimizar, habria que invertir el orden de la
diferencia.
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El siguiente paso en la version 111 del método ELECTRE es ordenar las alternativas a
partir de los resultados obtenidos para el grado de credibilidad, llevando a cabo un proceso de
destilacion descendente y otro ascendente®. De ambos procesos se obtienen dos ordenaciones

intermedias, que finalmente se ainan en una ordenacion final.

Este método proporciona, por lo tanto, una ordenacion final de las alternativas que es
una combinacion de las obtenidas mediante las destilaciones ascendente y descendente, de tal
forma que cuando en ambas una alternativa supera a otras, asi lo refleja la ordenacién final,
mientras que si entre las dos ordenaciones hay discrepancia respecto a qué alternativa supera a
otra, la ordenacion final las considera “incomparables”. Este hecho provoca que la ordenacion

final sea parcial.

3. ANALISIS EMPIRICO DE LA LOCALIZACION INDUSTRIAL EN LAS
COMARCAS ARAGONESAS

Para cumplir el objetivo propuesto, un paso previo tiene que ser determinar cuéles son los
factores o criterios determinantes en la localizacion empresarial por parte de las empresas,

ademas de la importancia o peso de esos criterios considerados importantes.

3.1. Factores determinantes de la localizacion industrial y su importancia por parte de

los empresarios aragoneses e instituciones

El estudio y analisis de los factores de localizacién conlleva el estudio de la jerarquizacién de
esos factores por parte del agente decisor. La literatura ha estudiado con interés ese proceso
de jerarquizacion o de ordenacion de los factores, pudiendo agrupar los trabajos, siguiendo a

Aydalot (1985), en dos grupos:

a) El grupo que utiliza datos secundarios y, mediante el tratamiento de estos datos
con técnicas estadisticas, pretende inferir la importancia de esos factores.
b) El grupo que utiliza datos primarios mediante la utilizacién de encuestas

encaminadas a ordenar la incidencia de esos factores.

Este trabajo se enmarca en el segundo grupo. Se realiz6 una encuesta con dos
objetivos: identificar los factores relevantes en las decisiones de localizacion y obtener una

ponderacion o importancia de esos factores.

Las organizaciones a las que se les envio el cuestionario eran de dos tipos: empresas

* Para un mayor detalle del proceso véase Maystre y otros (1994).
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que se habian instalado o aumentado sus instalaciones en los poligonos industriales de las
Comarcas Aragonesas y a instituciones publicas que fomentan la actividad industrial.
Ademas, se envid el cuestionario a los agentes sociales presentes en la Comunidad Auténoma

de Aragon.

La encuesta fue enviada en el primer semestre de 2004, por correo electronico, a 40
empresas instaladas en la Comunidad Autdbnoma Aragonesa. Se envié también a las siguientes
asociaciones empresariales: Confederacion Regional de Empresarios de Aragon (CREA),
Confederacion de Empresarios de Zaragoza (CEZ), Confederacion Empresarial Turolense
(CET), Confederacién Empresarial Oscense (CEOS) y la Confederacion de la Pequefia y
Mediana Empresa, tanto regional (Cepyme Aragon) como de cada una de las tres provincias
aragonesas. Respecto a los Organismos oficiales, se envié al Gobierno de Aragdén (en
concreto, a los Departamentos de Economia, Obras Pudblicas e Industria y al Instituto
Aragonés de Fomento), al Instituto del Suelo y la Vivienda de Aragon y a los Ayuntamientos
de todas las cabeceras de comarca, a través de sus Agentes de Desarrollo Local. En lo que se
refiere a promotores industriales, se contactd tanto con privados (Empresarium) como con
publicos (PLAZA y SEPES). Se puede considerar que la cantidad de respuestas recibidas es
significativa, puesto que respondieron 19 de las 40 empresas contactadas, el 50% de los
Ayuntamientos y el 100% de las asociaciones de empresarios y de los organismos

pertenecientes al Gobierno de Aragon.”

Las cuestiones sobre las que se pregunt6 a estas organizaciones estan basadas en las
propuestas por Ulgado (1995), excepto en aquellos factores de localizacién que no tienen
variacion entre comarcas (nivel de sindicacion, disponibilidad de aeropuerto, coste del capital
y su disponibilidad, nivel impositivo, clima, subsidios familiares, ayudas publicas). En la
Tabla 1 se muestran los ocho factores que ya estaban fijados en la encuesta que se envio,

junto con la fuente estadistica utilizada.

> Lu (2003) utiliza 91 respuestas sobre 485 envios, Fryxell, Butler y Choi (2004) utilizan una muestra con 67

respuestas sobre 130 envios y Oum y Park (2004) utilizan una de 83 respuestas sobre 818 envios.
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Tabla 1. Factores de localizacion, variables de medida y referencias bibliogréficas.

FACTOR

VARIABLE DE MEDIDA

REFERENCIAS

FUENTE

Coste del suelo
industrial

Precio por metro cuadrado (medido en euros).

Stonebraker y Leong 1994;
Hekman 1992.

Instituto Aragonés de Fomento (1),
promotores publicos y privados.

Cercania a la capital
de la provincia

Kilémetros de distancia hasta la capital de la provincia.

Crozet, Mayer y Muccielli 2003; Arauzo 2005.

Ministerio de Fomento (2).

Accesibilidad a redes
de transporte

Distancia a la carretera nacional, autovia, puerto y
aeropuerto mas proximos.

Barrios, Gorg y Strobl 2006; Arauzo 2005.

Ministerio de Fomento (2).

Infraestructura

Comunicaciones (redes telefénicas y fibra Optica),
equipamientos (pavimentacion, iluminacion redes
antiincendios), agua (acceso a agua potable, acometidas
y depositos), energia (gas y electricidad), gestion
medioambiental (redes de saneamientos, tratamiento de
aguas residuales, canon por utilizacion).

Baaij, Van den Bosch y Volberda 2004.

Instituto Aragonés de Fomento (1).

Tamafio del poligono

Superficie total del poligono (medida en m?).

Woodward 1992,

Instituto Aragonés de Fomento (1),
Ayuntamientos.

Grado de ocupacion

Porcentaje de ocupacion del poligono y posibilidad o no

Woodward 1992,

Instituto Aragonés de Fomento (1),

del poligono de ampliacion. Ayuntamientos.
Tamafio de la Numero de habitantes. Guimaraes, Figueiredo y Woodward 2000. Instituto Nacional de Estadistica (3).
poblacion Barrios, Gorg y Strobl 2006.

Categoria de la
poblacién

Densidad de poblacién, peso del sector industrial,
crecimiento vegetativo, cualificacion de mano de obra,
infraestructura del municipio (n° de farmacias, n° bancos,
n° de bibliotecas, n° de establecimientos hosteleros).

Baaij, Van den Bosch y Volberda 2004.

Instituto Nacional de Estadistica (3),
Instituto Aragonés de Estadistica
(4), Anuario de “El Pais” 2003.

(1) www.iaf.es
(2) www.mfom.es

(3) www.ine.es
(4) www.aragob.es
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En los cuestionarios enviados se preguntaba por la importancia que se otorgaba a los 8
criterios de eleccion considerados, ya que la aplicacion de los dos métodos ELECTRE
requieren de la ponderacién de los criterios. Una vez obtenidas las respuestas, y con el fin de
facilitar la interpretacion de los resultados, se ha calcul6 una media aritmética de los valores
asignados a cada factor, cuyo resultado aparece en la Tabla 2.

Tabla 2. Ponderacién de los factores de localizacion.

FACTOR PONDERACION
Coste del suelo industrial 7,67
Cercania a la capital de provincia 5,53
Accesibilidad a redes de transporte 6,47
Infraestructura 8,11
Tamario del poligono 7,27
Grado de ocupacion del poligono 4,73
Tamafio de la poblacion 5,27
Categoria de la poblacion 5,73

Para la aplicacion de los modelos ELECTRE en este trabajo, es necesaria la
normalizacion previa de todos los datos a utilizar, ya que en este trabajo se consideran
factores medidos por diferentes variables que pueden estar expresadas en unidades o escalas
de medida no comparables. En este caso se ha realizado una transformacion sobre una escala
de tal forma que, una vez realizada la normalizacion, todas las alternativas respecto de cada
una de las variables pasan a tener un valor comprendido entre 0 y 10. Méas en concreto, la

normalizacion ha consistido en el calculo de un valor que es:
a) si el criterio es a maximizar:

10 (Valor a normalizar — maximo de la serie)* 10

(Minimo - Maximo) delaserie
b) si el criterio es a minimizar:

10 (valor a normalizar —minimo de la serie)* 10

(Maximo - Minimo) delaserie

De esta forma, el valor mas préximo a diez reflejaria el mejor valor y el més alejado a
diez seria el peor valor. En los casos en que la medicion de un factor de localizacion se hace
unicamente a travées de una variable, el valor normalizado de ésta es el que se asigna al factor.

Por otra parte, la valoracion dada a los factores medidos a través de varias variables es la
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media aritmética de su valoracion normalizada. La Tabla 3 presenta los datos obtenidos por

las alternativas respecto de los criterios utilizados, una vez que han sido normalizados.

Tabla 3. Valores alcanzados por las alternativas respecto a los criterios, una vez normalizados.

Z‘:: Localizacién | Comunicacion | Equipamientos | % ocupacién | Tamafio p-g%r:;ac?éon g:tt)(laggigr?
ALBARRACIN 9,60 3,32 5,23 7,22 2,38 3,75 2,50 5,51
ALTO GALLEGO 8,64 3,88 7,70 8,26 6,43 3,75 6,00 5,73
ANDORRA 9,83 5,83 5,88 8,40 3,99 5,25 4,50 4,07
ARANDA 9,07 6,26 6,67 7,40 9,14 3,67 5,00 5,26
BAJO ARAGON 9,80 5,99 5,93 7,67 7,76 4,88 5,13 4,56
BAJO CINCA 9,20 4,88 7,83 7,13 6,66 4,75 6,25 4,52
BAJO MARTIN 9,90 7,20 7,29 8,15 3,29 6,00 4,50 4,09
BARBASTRO 9,71 5,56 7,03 7,42 7,77 5,33 4,00 6,37
BELCHITE 9,86 7,37 2,65 7,08 10,00 1,00 1,00 3,57
BORJA 9,48 7,02 7,88 7,87 3,32 5,00 4,50 4,08
CALAMOCHA 9,84 6,47 8,19 6,18 6,27 4,67 3,67 4,26
CALATAYUD 9,42 6,31 8,14 7,33 8,13 5,00 5,75 4,79
CARINENA 9,50 8,80 8,15 6,91 8,78 3,50 4,50 4,61
CASPE 9,51 517 8,12 6,34 531 3,40 4,80 3,98
CINCA MEDIO 9,42 4,17 8,03 8,09 9,90 8,00 7,00 6,11
CINCO VILLAS 9,69 6,73 7,27 7,19 7,22 5,50 5,25 4,71
CUENCAS MINERAS 9,95 6,50 6,19 6,97 6,75 4,60 4,60 4,00
DAROCA 9,62 7,80 6,61 4,49 4,86 4,00 4,00 4,55
GUDAR-JAVALAMBRE 9,77 2,05 7,47 7,53 9,53 4,00 3,25 4,81
HUESCA 9,35 8,16 8,51 7,28 6,78 5,00 5,00 5,78
JALON MEDIO 9,30 8,36 8,31 8,43 5,97 7,40 4,80 431
LA LITERA 9,54 6,40 6,84 7,42 3,75 5,50 4,00 4,10
MATARRANA 9,70 3,03 5,43 7,64 8,14 3,33 3,67 3,70
MONCAYO 8,96 5,12 8,06 7,92 6,84 7,50 7,00 5,56
MONEGROS 9,77 7,26 7,69 6,99 6,28 4,60 4,80 4,90
RIBAGORZA 9,10 2,23 5,58 8,20 9,40 5,00 5,00 4,22
RIBERA ALTA DEL EBRO 8,31 8,54 8,63 6,69 7,37 5,00 4,00 4,29
RIBERA BAJA DEL EBRO 9,90 8,16 8,10 7,90 6,67 4,67 4,67 3,86
SOBRARBE 7,54 0,78 3,94 6,52 8,78 3,50 3,00 5,02
TERUEL 9,75 4,99 7,66 7,55 5,64 5,60 4,60 5,29
ZARAGOZA 6,38 9,44 8,71 7,06 8,14 5,60 4,55 6,02

3.2. Resultados obtenidos

En este trabajo, la informacién relativa a los factores de localizacion considerados se ha
obtenido de los poligonos industriales existentes en Aragon. Sin embargo, las alternativas de
localizacion consideradas son las comarcas Yy, por lo tanto, en aquéllas en las que existe mas
de un poligono industrial los datos correspondientes a la comarca son el promedio lineal de

los poligonos existentes en ella®.

® Para la decision final de una empresa referente a qué poligono industrial elegir para su localizacién, tendria dos
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3.2.1. Resultados del modelo ELECTRE |

En principio, el método ELECTRE | considera exclusivamente aquellas alternativas en las
que se produzca la concordancia total, es decir, aquellas en las que sc=1 y s4=0. Tal como se
muestra en la Tabla 4, este alto nivel de exigencia lleva a que de las 31 comarcas aragonesas
consideradas, solo salgan del nucleo las comarcas Albarracin y Sobrarbe, con lo que el nlcleo
estaria formado por 29 alternativas.

Tabla 4. Alternativas pertenecientes al ndcleo para distintos niveles de umbrales de
concordancia y discordancia.

Umbrales Alternativas del nacleo
Alto Géllego, Andorra, Aranda, Bajo Aragon, Bajo Cinca, Bajo Martin, Barbastro, Belchite,
Sc=1 Borja, Calamocha, Calatayud, Carifiena, Caspe, Cinca Medio, Cinco Villas, Cuencas
S.=0 Mineras, Daroca, Gudar-Javalambre, Huesca, Jalon Medio, La litera, Matarrafia, Moncayo,

Monegros, Ribagorza, Ribera Alta del Ebro, Ribera Baja del Ebro, Teruel, Zaragoza.

Alto Géllego, Andorra, Aranda, Bajo Aragon, Bajo Cinca, Bajo Martin, Barbastro, Belchite,
S.=0,9 Borja, Calamocha, Calatayud, Carifiena, Caspe, Cinca Medio, Cinco Villas, Cuencas
S.=0,1 Mineras, Daroca, Gudar-Javalambre, Huesca, Jalon Medio, La litera, Matarrafia, Moncayo,
Monegros, Ribagorza, Ribera Alta del Ebro, Ribera Baja del Ebro, Teruel, Zaragoza.

S:=0,8 | Aranda, Bajo Aragon, Barbastro, Belchite, Calatayud, Carifiena, Cinca Medio, Cinco Villas,
S4=0,2 Huesca, Jalon Medio, Moncayo, Ribera Baja del Ebro, Zaragoza.

S=0,7

S.=0 3 Barbastro, Belchite, Calatayud, Carifiena, Cinca Medio, Huesca, Jalon Medio, Zaragoza.
d—VY,

Para intentar aumentar las relaciones de dominio y reducir el nimero de alternativas
que contiene el nucleo, se pueden disminuir los niveles de exigencia en cuanto a la
concordancia y la discordancia (Ravelo Mesa y otros (2002) y Barba-Romero y Pomerol
(1997)). Conforme vamos disminuyendo los umbrales de concordancia y discordancia, van
disminuyendo las alternativas del nGcleo y se van haciendo mas robustas las relaciones que se
establecen. En el caso de que se fijen unos umbrales de s.=0,7 y ss= 0,3,” las alternativas
incluidas en el ndcleo han disminuido y estd formado por Barbastro, Belchite, Calatayud,

Carifiena, Cinca Medio, Huesca, Jalén Medio, Zaragoza.

formas alternativas de actuar: o bien, una vez elegida la comarca a partir de los calculos que se van a presentar
en este trabajo, repite unos calculos similares para los poligonos industriales de esa comarca, o bien aplica el
método ELECTRE directamente a los poligonos industriales.

" Estos niveles son los mismos que fijan Ravelo Mesa y otros (2002) y Barba-Romero y Pomerol (1997).
Maestre y otros (1994) los fija en 0.65 y 0.35 para el umbral de concordancia y el de discordancia,
respectivamente. El valor de los umbrales puede estar entre 0 y 1, pero valores inferiores a 0,5 para el indice de

concordancia carecen de significacion.

47




3.2.2. Resultados del modelo ELECTRE Il

Para la aplicacion de esta metodologia, hay que fijar el valor de los umbrales que van a ser
utilizados. La fijacion de los umbrales de indiferencia, de preferencia estricta y de veto es
siempre subjetiva y segun Maystre (1994) no son el resultado de un proceso de busqueda de
datos exactos, sino mas bien la oportunidad de reflejar en ellos lo que hay de arbitrario en los
datos.® En los datos que se han utilizado, hay que tener en cuenta que previamente han sido
normalizados en una escala de 1 a 10, por lo tanto, los umbrales tienen que ser los mismos
para todos los criterios. Siguiendo a Diop (1988), el umbral de indiferencia se ha fijadoen 1y
el de preferencia estricta en 2 y no se ha introducido umbral de veto, ya que por la
normalizacion de los valores de las alternativas respecto de los criterios considerados la
diferencia entre estos valores son muy pequefias y la introduccion de valores altos de este
parametro carece de sentido en este caso, ya que en algunos criterios el umbral de preferencia
estricta esta jugando este papel. La Tabla 5 muestra los resultados obtenidos en la ordenacion

final de las alternativas consideradas en este trabajo.

Tabla 5. Ordenacion final de las alternativas utilizando el método ELECTRE III.

Posicion Alternativa Posicion Alternativa
1 Cinca Medio
. . 12 Aranda
2 Jalén Medio .
Alto Gallego
3 Huesca 13
Calamocha
4 Moncayo . _
— 14 Bajo Aragon
5 Carifiena -
3 Calatavud 15 Cuencas Mineras
alatayu .
Rib i; - La Litera
ibera Baja _
7 J 16 Gudar
Zaragoza
ai o 17 Andorra
inco villas
8 ) 18 Caspe
Ribera Alta _
Sarbast 19 Ribagorza
arbastro
9 20 Daroca
Monegros ,
= Belchite
Bajo Cinca 21 .
10 ; h Matarrafia
Bajo Martin _
, 22 Albarracin
Borja
11 23 Sobrarbe
Teruel

A la vista de los resultados obtenidos, si el objetivo que persigue el decisor es invertir
en la mejor alternativa, aquélla sera en Cinca Medio, que es la que aparece en primer lugar,

seguida del Jalon Medio, Huesca y el Moncayo.

¥ Rogers y Buen (1998), realizan una aproximacion alternativa para fijar estos valores de forma mas objetiva en

los casos de impacto ambiental del ruido.
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3.2.3. Analisis de Robustez

El anélisis de robustez consiste en hacer variar los pardmetros que se han utilizado en los
algoritmos en torno a su valor inicial y si los nuevos resultados obtenidos no son modificados

de manera importante respecto a los primitivos, la recomendacién que se haga sera robusta.

Los parametros susceptibles de variacion (debido bien a la incertidumbre de los datos
0 a la subjetividad) varian en funcion del modelo utilizado. Asi, en el ELECTRE |, los
parametros a verificar podrian ser las amplitudes de las escalas de los criterios, los pesos de
los criterios y los umbrales de concordancia y discordancia. En el ELECTRE Ill, los
parametros a contrastar son las variaciones en los pesos y las variaciones en los umbrales de

indiferencia, preferencia estricta y veto.

Para analizar el grado de robustez de los resultados obtenidos de la aplicacion del
ELECTRE IllI, en este trabajo se han modificado dos pardmetros: los valores de los umbrales
de indiferencia y de preferencia estricta’ y los valores de los pesos asignados a los criterios.
En el caso del umbral de indiferencia el rango de variacion ha sido desde 0.5 a 1.2 y el de
preferencia estricta desde 2.2 hasta 1.5. Los resultados obtenidos, junto con los iniciales, se

muestran en la Tabla 6, en la que se aprecia que los resultados son practicamente los mismos.

A la vista de los resultados, se podria afirmar que el resultado obtenido resulta robusto
y, por lo tanto, se podria realizar una recomendacion fiable al decisor. Las posiciones
extremas de la ordenacidn siempre son ocupadas por las mismas alternativas (Cinca Medio,
Jalon Medio y Moncayo en la parte alta y Sobrarbe, Albarracin, Belchite y el Matarrafia en la
parte baja). Aungue se producen variaciones en las posiciones intermedias de la ordenacion,
estas diferencias son menores y solo suponen subir una posicion, bajar una o formar parte de
un grupo de alternativas incomparables, como por ejemplo Carifiena, o la comarca del

Moncayo.

Continuando con el analisis de robustez del método ELECTRE I, también se han
modificado los pesos asignados a los criterios. Partiendo de los resultados obtenidos, se han
calculado los rangos de variacion de los pesos asignados a los criterios para dentro de los
cuales la ordenacion de las alternativas seguiria siendo la misma. Dichos rangos aparecen en
la Tabla 7.

% El de veto no se modifica, ya que no se ha fijado ningtn valor en el resultado original.
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Tabla 6. Analisis de robustez, con variaciones en los umbrales de preferencia, indiferencia y veto, en el Electre IlI.

g=1 4=0,9 q=0,8 q=0,5 g=11 g=12
p=2 p=1,9 p=18 p=15 p=21 p=2,2
v=0 v=0 v=0 v=0 v=0 v=0
Posicion | Alternativa | Posicién | Alternativa | Posicion | Alternativa Posicion | Alternativa Posicion Alternativa Posicion | Alternativa
1 Cinca Medio 1 Cinca Medio 1 Cinca Medio 1 Cinca Medio 1 Cinca Medio 1 Cinca Medio
2 Jalon Medio 2 Jalon Medio ) Jalon Medio 5 Jalon Medio 2 Jalon Medio 2 Jalon Medio
3 Huesca 3 Huesca Huesca Huesca 3 Huesca 3 Moncayo
4 Moncayo 4 Moncayo Moncayo 3 Moncayo 4 Moncayo 4 Carifiena
5 Carifiena 5 Calatayud Calatayud Calatayud 5 Carifiena 5 Huesca
6 Calatayud 6 Carifiena Carifiena 4 Ribera Baja 6 Calatayud 6 Calatayud
; Ribera Baja 7 Ribera Baja 5 Ribera Baja Zaragoza Monegros Zaragoza
Zaragoza 8 Zaragoza Zaragoza Carifiena 7 Ribera Baja Cinco Villas
g Cinco villas 9 Cinco Villas 6 Barbastro Cinco Villas Zaragoza ; Ribera Alta
Ribera Alta Ribera alta Bajo Martin Bajo Martin 8 Cinco Villas Ribera Baja
9 Barbastro 10 Barbastro 7 Cinco Villas Barbastro Ribera Alta
Monegros Monegros Monearos 8 Monearos 9 Bajo Cinca 8 Barbastro
10 Bajo Cinca 11 Bajo Martin Bajo Cinca Ribera Alta Barbastro Monegros
Bajo Martin 12 Bajo Cinca Ribera Alta 9 Alto Gallego 10 Bajo Martin Aranda
1 Borja Borja 10 Alto géllego Borja 1 Aranda 9 BaJ:o Cincc?
Teruel 13 Alto gallego Borja 10 Bajo Cinca Teruel Bajo Martin
12 Aranda Aranda 11 Teruel Teruel 12 Borja 10 Borja
13 Alto Gallego 14 Teruel 12 Aranda 11 Aranda 13 Alto Géllego Teruel
Calamocha 15 Calamocha Calamocha Andorra 14 Calamocha Alto Géllego
14 Bajo Aragon 16 Bajo Aragon B3 Cuencas Mine Bajo Aragon 15 Bajo Aragon 11 Calamocha
15 Cuencas Mi. 17 Cuencas Mi 14 Bajo Aragon 12 Calamocha Cuencas Mine
La Litera La Litera Litera Cuencas Mine 16 Gudar 12 Cuencas Mine
16 Gudar 18 Gudar 15 Gudar Litera La Litera Gudar
17 Andorra 19 Andorra 16 Andorra 13 Gudar 17 Andorra 13 Bajo Aragon
18 Caspe 20 Caspe 17 Ribagorza Ribagorza Caspe Litera
19 Ribagorza 21 Ribagorza 18 Caspe 1 Belchite 18 D-aroca 14 Andorra
20 Daroca 22 Daroca Daroca Caspe Ribagorza
’1 Belchite 23 Albarracin 19 Albarracin 15 Daroca 19 Belchite~ 15 Caspe
Matarrrafia Belchite Belchite 16 Albarracin Matarraia
22 Albarracin Matarrafia 20 Matarrafia 17 Matarrafia 20 Albarracin 16 Ribagorza
23 Sobrarbe 24 Sobrarbe 21 Sobrarbe 18 Sobrarbe 21 Sobrarbe 1 Matarrafia
Daroca
50 18 Albarracin
Belchite
19 Sobrarbe




Tabla 7. Rango de variacion de los pesos que proporcionan la ordenacion obtenida previamente.

Criterio Rango de variacion
Coste del suelo industrial (7.64, 7.87)
Cercania a la capital de provincia (5.42, 5.55)
Accesibilidad a redes de transporte (6.10, 6.49)
Infraestructura (7.9, 8.32)
Tamafio del poligono (7.16, 7.40)
Grado de ocupacion del poligono (4.70, 4.76)
Tamafio de la poblacion (5.26, 5.41)
Categoria de la poblacién (5.68, 6.00)

Como se puede apreciar, el margen de variacién en los pesos es amplio, especialmente
en los criterios de infraestructura, accesibilidad a redes de transporte y grado de ocupacion del
poligono, en los que el rango de variacion es superior a 0.3. En la Tabla 8 se muestran de
nuevo los resultados obtenidos con los datos originarios y los obtenidos tras el analisis de
robustez tras la aplicacion del ELECTRE 1 en la que, por un lado, se han modificado los
niveles de los umbrales de concordancia y discordancia y, por otro, se han variado los pesos
de los criterios utilizando los rangos presentados en la Tabla 6 con el fin de facilitar los

calculos realizados.

Se podria concluir que el resultado es robusto, pues al modificar los valores de las
ponderaciones, de las 31 comarcas analizadas, solo tres ven modificada su pertenencia al
nacleo respecto al resultado inicial: la comarca del Moncayo pertenece al nucleo con las
nuevas ponderaciones en el caso de aplicar los valores de los umbrales menos estrictos y la de
la Ribera Baja del Ebro y la del Matarrafia no pertenecen al nucleo con pesos iguales al
minimo del rango si se toman s.=0,8 y s4= 0,2y s.=0,9 y sq= 0,1 respectivamente, siendo que
en el resultado inicial y con pesos igual al maximo si pertenecen al nucleo con esos valores de

los umbrales.

Para poder comparar las soluciones obtenidas con estos dos métodos hay que indicar
con absoluta claridad que los objetivos que persiguen son distintos: el método | se utiliza para
seleccionar un conjunto de alternativas de entre el conjunto total que no se ven “superadas”
por ninguna otra, mientras que la version Il persigue realizar una ordenacion de las

alternativas desde la mejor hasta la peor.
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Tabla 8. Anélisis de robustez, con variacion de pesos, en el ELECTRE 1.

Con pesos igual al minimo del rango

Resultado inicial

Con pesos igual al maximo del rango

Barbastro, Belchite, Calatayud,

Barbastro, Belchite, Calatayud,

Barbastro, Belchite, Calatayud,

5207 Carifiena, Cinca Medio, Huesca, Jalén 5=0,7 Carifiena, Cinca Medio, Huesca, Jalén 5=0,7 Carifiena, Cinca Medio, Huesca, Jalén
S¢=0.3 | Medio, Moncayo Zaragoza S¢=0.3 | Medio, Zaragoza S¢=0.3 | Medio, Moncayo, Zaragoza
Aranda, Bajo Aragén, Barbastro, Aranda, Bajo Aragon, Barbastro, Aranda, Bajo Aragon, Barbastro,
S.=0,8 Belchite, Calatayud, Carifiena, Cinca S,=0,8 Belchite, Calatayud, Carifiena, Cinca S,=0,8 Belchite, Calatayud, Carifiena, Cinca
' Medio, Cinco Villas, Huesca, Jalén ’ Medio, Cinco Villas, Huesca, Jalén ’ Medio, Cinco Villas, Huesca, Jalon
S¢=0.2 Medio, Moncayo, Zaragoza. S¢=0.2 Medio, Moncayo, Ribera Baja del Ebro, S¢=0.2 Medio, Moncayo, Ribera Baja del Ebro,
Zaragoza. Zaragoza.
Alto Gallego, Andorra, Aranda, Bajo Alto Gallego, Andorra, Aranda, Bajo Alto Géllego, Andorra, Aranda, Bajo
Aragén, Bajo Cinca, Bajo Martin, Arag6n, Bajo Cinca, Bajo Martin, Aragon, Bajo Cinca, Bajo Martin,
Barbastro, Belchite, Borja, Calamocha, Barbastro, Belchite, Borja, Calamocha, Barbastro, Belchite, Borja, Calamocha,
Calatayud, Carifiena, Caspe, Cinca Calatayud, Carifiena, Caspe, Cinca Calatayud, Carifiena, Caspe, Cinca
S¢:=0,9 | Medio, Cinco Villas, Cuencas Mineras, | Sc=0,9 | Medio, Cinco Villas, Cuencas Mineras, S¢=0,9 | Medio, Cinco Villas, Cuencas Mineras,
S4=0,1 | Daroca, Gudar-Javalambre, Huesca, S4=0,1 | Daroca, Gudar-Javalambre, Huesca, S4=0,1 | Daroca, Gudar-Javalambre, Huesca,
Jalon Medio, La litera, Moncayo, Jalon Medio, La litera, Matarrafia, Jalon Medio, La litera, Matarrafia,
Monegros, Ribagorza, Ribera Alta del Moncayo, Monegros, Ribagorza, Ribera Moncayo, Monegros, Ribagorza, Ribera
Ebro, Ribera Baja del Ebro, Teruel, Alta del Ebro, Ribera Baja del Ebro, Alta del Ebro, Ribera Baja del Ebro,
Zaragoza. Teruel, Zaragoza. Teruel, Zaragoza.
Alto Gallego, Andorra, Aranda, Bajo Alto Gallego, Andorra, Aranda, Bajo Alto Gallego, Andorra, Aranda, Bajo
Aragdn, Bajo Cinca, Bajo Martin, Arag6n, Bajo Cinca, Bajo Martin, Aragén, Bajo Cinca, Bajo Martin,
Barbastro, Belchite, Borja, Calamocha, Barbastro, Belchite, Borja, Calamocha, Barbastro, Belchite, Borja, Calamocha,
Calatayud, Carifiena, Caspe, Cinca Calatayud, Carifiena, Caspe, Cinca Calatayud, Carifiena, Caspe, Cinca
Sc=1 | Medio, Cinco Villas, Cuencas Mineras, Sc=1 | Medio, Cinco Villas, Cuencas Mineras, Sc=1 | Medio, Cinco Villas, Cuencas Mineras,
S,=0 | Daroca, Gudar-Javalambre, Huesca, S,=0 | Daroca, Gudar-Javalambre, Huesca, S,=0 | Daroca, Gudar-Javalambre, Huesca,

Jalon Medio, La litera, Matarrafia,
Moncayo, Monegros, Ribagorza, Ribera
Alta del Ebro, Ribera Baja del Ebro,
Teruel, Zaragoza.

Jalon Medio, La litera, Matarrafia,
Moncayo, Monegros, Ribagorza, Ribera
Alta del Ebro, Ribera Baja del Ebro,
Teruel, Zaragoza.

Jalén Medio, La litera, Matarrafia,
Moncayo, Monegros, Ribagorza, Ribera
Alta del Ebro, Ribera Baja del Ebro,
Teruel, Zaragoza.
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Una vez asumido este principio, observando los resultados obtenidos, se puede
apreciar que los dos métodos son consistentes. Con el nivel mas flexible de los umbrales de
concordancia y discordancia en el método I, las alternativas en el ndcleo son: Barbastro,
Belchite, Calatayud, Carifiena, Cinca Medio, Huesca, Jalon Medio y Zaragoza, que practicamente
coinciden con las 7 primeras posiciones en el método Il (Barbastro aparece en novena
posicion y Belchite en la nimero 21 en el método ELECTRE |1l y Moncayo no aparece en el
nucleo del método | para todos los valores de las ponderaciones). Ademas, si analizamos las
ultimas posiciones que nos da el método 111 (Sobrarbe y Albarracin), coinciden con las Unicas
alternativas que no aparecen en el nacleo del método I, para unos niveles de umbrales de

concordancia y discordancia de 1y 0, respectivamente.

4. CONCLUSIONES

La eleccion del lugar en el que una empresa se localiza, es una cuestion muy compleja. Este
trabajo se ha realizado con un doble objetivo: ayudar en la toma de esa decision cuando las
alternativas de localizacion a las que se enfrenta la empresa son las comarcas de Aragon; y,
como segundo objetivo, aportar evidencia de la coherencia en los resultados obtenidos con la

utilizacion de dos metodologias de ayuda, que sirven para resolver problemas no similares.

Para la aplicacion de estas metodologias se han utilizado criterios relevantes de
localizacion y su importancia se ha obtenido de encuestas a empresas e instituciones y se han
tomado como posibles alternativas de localizacion las comarcas aragonesas. Respecto a la
importancia que los agentes han realizado sobre los factores de localizacion, si bien en los
resultados obtenidos se ha encontrado que los factores de localizacion clasicos, como son los
referidos a los costes (especialmente el coste del suelo industrial), contindan teniendo
importancia, otros factores van adquiriendo importancia. Asi factores como la accesibilidad a

redes de transporte y la infraestructura del poligono tienen una ponderacion muy alta.

Con las salvedades que son propias de cada uno de los métodos expuestos (la version |
sirve para extraer un subconjunto de alternativas del conjunto total, mientras que la version il
ordena todas las alternativas, desde la mejor hasta la peor), el trabajo también nos permite
extraer la conclusion de que los resultados alcanzados son muy parecidos. Las alternativas
gue estan en el nucleo de la version | son las que aparecen en los primeros lugares de la
ordenacion que se obtiene con la version I11. Ademas, las alternativas que primero salen del
nucleo en la version I, son las que ocupan las Ultimas posiciones de la version I11. Por lo tanto,

las conclusiones que se obtienen de las dos versiones son similares, y los resultados robustos.
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Los resultados podrian utilizarse para orientar a las autoridades de la Comunidad
Auténoma de Aragon en la toma de decisiones que afecten al fomento de la inversion en su
territorio. Estos resultados han mostrado diferencias en el atractivo de las comarcas de la
Comunidad Autonoma. EI grupo formado por las comarcas de Cinca Medio, Jalon Medio,
Huesca y el Moncayo aparecen en las dos versiones y con los criterios utilizados en el trabajo
siempre en las primeras posiciones o en el nucleo si utilizamos la versién 1. Ademas, el
analisis de robustez calculado, nos indica que esas posiciones siempre son las mismas. Del
mismo modo, hay un grupo que siempre ocupa la posicion final de la tabla o salen del nucleo:
en concreto se trata de las comarcas de Sobrarbe, Albarracin y Matarrafia. Tres de los
resultados obtenidos merecen especial atencion puesto que corroboran que los factores

detectados como relevantes han influido en la inversion realizada en determinadas zonas:

En primer lugar, los resultados que ha obtenido el area metropolitana de Zaragoza, nos
permiten afirmar que la situacion estratégica de la ciudad le permite superar su mala
valoracion en precio de venta o equipamientos. Siempre aparece en el nicleo y en la posicién
72 de la clasificacion segun el ELECTRE I11. La reflexion que se puede obtener de esto es que
algunas empresas si que han podido modificar su ubicacion atraidos por precios del suelo mas
bajos 0 mejores equipamientos.

En segundo lugar, hay que destacar la posicion que han obtenido las comarcas de la
provincia de Teruel. En el ndcleo mas flexible, obtenido tras la utilizacién del método
ELECTRE I, no aparece ninguna de ellas, mientras que en los resultados proporcionados por
la version ELECTRE 111, la primera que aparece lo hace en la undécima posicién y seis de las
ocho comarcas que hay en la provincia aparecen entre las doce Ultimas posiciones. La falta de
infraestructuras de transporte en estas comarcas no es la Gnica explicacion para esta situacion,
ya que la comarca mejor valorada (Cinca Medio) no tiene ningln kilometro de autovia o de
autopista en su territorio. La diferencia viene por factores tales como la diferencia en la
categoria de la poblacion, en la dotacion de los servicios publicos y, especialmente, en la
dotacion de infraestructuras de los poligonos.

Para concluir, la significativa variacién de la comarca de Belchite podria explicarse
por la valoracién que tiene esta alternativa respecto a los criterios y al juego de los pesos, ya
gue en cinco de los factores considerados es la peor alternativa, pero el peso de estos criterios
es mas bajo, mientras que aparece bien valorada en criterios cuyo peso es elevado (precio del
suelo, localizacion y equipamientos). Este hecho resulta importante en el método I, pero no
tanto en el I1l. Hay que recordar que, en el método I, en el momento en que la valoracion de
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una alternativa respecto a un criterio es mayor que la de otra alternativa, aquélla supera a ésta,
aunqgue la diferencia en la valoracion sea muy pequefia. Por el contrario, en la version Il se
deja un margen en esa superacion para afirmar con rotundidad que una alternativa supera a

otra. Ese margen lo determinan precisamente los umbrales de preferencia e indiferencia.
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RESUMEN

La situacion actual del sector del seguro del automévil exige a las companias
aseguradoras disenar productos cada vez mas ajustados al tipo de cliente al
que se dirige. En el presente trabajo analizamos los 80.000 registros ofreci-
dos por una entidad aseguradora con una importante cuota en el mercado
espanol. Tras identificar una serie de perfiles en los clientes asegurados, se
estudia la eficiencia de cada uno de ellos mediante la aplicacién de Anélisis
Envolvente de Datos (DEA) y estadistica multivariante. Los resultados
obtenidos permiten identificar aquellos clientes que mejor rendimiento ofre-
cen a la compania. Mediante la aplicacién de test estadisticos paramétricos
y no paramétricos, se determinan, ademads, las similitudes y diferencias exis-
tentes entre grupos de clientes que comparten una determinada caracteris-
tica.
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Efficiency Assessment
in the Automobile Insurance Sector

ABSTRACT

Insurance companies have to take risk and cost into account when pricing car
insurance policies in order to design new products to cover the risk of private
use of cars. In this paper we use data from 80,000 car insurance policies in
order to assess, once risk and cost have been taken into account, the policies
that generate the highest returns for the company. After different profiles
of clients are identified, including among the characteristics the regional
location of the clients, we use Data Envelopment Analysis and multivariate
statistics. The results obtained not only permit us to identify the best groups
of clients for the company but also to determine similarities and differences
among profiles of clients.

Keywords: efficiency; car insurance; data envelopment analysis; multivari-
ate statistics.

JEL classification: C44; D81; G22.

2000MSC: 62H25; 62J05.

IE =) ==l ===

o8



1. INTRODUCCION

En los ultimos afos se han ido produciendo importantes cambios en el mercado asegurador del
automovil. En nueve o diez afios, se ha pasado de una situacion en la que este sector operaba
con margenes técnicos negativos, a una situacion en la que se ha desatado una lucha intensa, por
parte de las compaiiias, para mejorar el posicionamiento en el mercado e incrementar su cuota
de negocio en este ramo. Este cambio tan brusco se puede atribuir principalmente a dos causas.
En primer lugar, la publicacion de los baremos de lesionados ha permitido aumentar la
estabilidad y control técnico del ramo. En segundo lugar, la aparicion de un nuevo canal de
distribucion, la venta por teléfono e internet. No obstante, el comportamiento del sector del
seguro del automovil es el de un sector totalmente maduro. Sus caracteristicas principales son
un bajo crecimiento, una excesiva oferta, poca innovacion de productos, productos

estandarizados con muy poca diferenciacion (salvo en el precio) y una fuerte competencia.

Las razones expuestas anteriormente, unidas a esta fase de madurez que atraviesa el
sector, ha originado que se estén practicando, por parte de algunas compaiiias, politicas muy
agresivas. Dichas practicas no estan justificadas técnicamente y su tnico fin es adquirir cuota en
el mercado, aun a costa de ofrecer prestaciones que suponen una nula rentabilidad para la
compaiiia que efectia dicha oferta. Todo esto no ha favorecido el control y buen desarrollo del
negocio asegurador del automoévil. Esto ha hecho que la mayoria de las companias hayan optado
por mantener y elaborar productos novedosos, con amplias coberturas para el cliente y precios
competitivos. Con esta estrategia pretenden lograr en todo momento una politica comercial, que
mantenga cotas altas de competitividad en sus productos y huir de las variaciones y grandes
oscilaciones que se observan en el mercado en relacion con las politicas de precio de algunas

compaiias de seguros.

En el ramo del seguro de automovil operan un gran numero de aseguradoras que ofrecen
productos muy similares. Por ello, las normas de contratacion de cada compaiiia es una de las
actividades de mayor trascendencia en cuanto a los resultados de su negocio. Dichas normas
deben buscar el equilibrio técnico-comercial, de tal forma que, por un lado, sirvan de filtro para
los riesgos que mayor siniestralidad presentan a priori y, por otro lado, permitan mantener lo
mas abierto posible el mercado potencial asegurador. Existen estudios en los que se analiza el
comportamiento del asegurado ante la incertidumbre que puede provocar la existencia de
riesgos adicionales. Estos pueden venir dados por la posibilidad de que el asegurador no cumpla
con el pago de la indemnizacion acordada en caso de siniestro, o bien por otro tipo de riesgos
secundarios que afectan a la riqueza final del individuo. Esta incertidumbre puede provocar en
el cliente la eleccion de una mayor cobertura para protegerse asi indirectamente. Los primeros
que abordaron este tipo de cuestiones fueron Mayers y Smith (1983) y Doherty y Schlesinger
(1983). Asimismo, otras cuestiones similares fueron tratadas por Doherty y Schlesinger (1990)

y Mahul (2000), entre otros. Por otra parte, hay trabajos que muestran de forma empirica cémo
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el asegurado cuando esta satisfecho con el trato recibido y con el servicio que se le ha dado,
posee una mayor predisposicion a renovar su poéliza con la actual aseguradora (Pujol y Bolancé,
2004). No obstante, cuando el asegurado decide contratar o renovar su poliza, el precio o prima
del seguro es un factor determinante, aunque no es el unico. Las tarifas del ramo de automoéviles
estan estructuradas en funcion de una serie de variables y los riesgos de cada producto tienen
sus particularidades en cuanto a la tarificacion. En este sentido destacamos los trabajos de Boj et
al. (2004) y Guillén et al. (2005), en los que podemos encontrar analisis estadistico
multivariante aplicado a la seleccion de factores de riesgo en la tarificacion y el calculo
actuarial. Las compafiias de seguros, utilizando su propia experiencia y las estadisticas
suministradas por la patronal de entidades aseguradoras y reaseguradoras espafiola (UNESPA),
son capaces de identificar, a priori, la posible siniestralidad de grupos homogéneos de
asegurados. Para ello, tienen en cuenta las caracteristicas que son mas relevantes a la hora de
tener una mayor o menor siniestralidad. Dichas categorias son: el grupo de tarificacion del
vehiculo, la zona de circulacion, el uso del vehiculo, las circunstancias personales del conductor
y las bonificaciones y penalizaciones. Siendo dichas caracteristicas las que tendremos en cuenta
para definir los diferentes tipos de clientes con los que realizaremos nuestro trabajo empirico.
La informacién de que disponemos nos ha sido facilitada por una compania del sector del

automovil que alcanza importantes cuotas en el mercado asegurador espaiiol.

En el presente trabajo se busca estudiar la eficiencia de las pdlizas vendidas en el sector
del automovil para uso privado teniendo en cuenta las caracteristicas que determinan el nivel de

riesgo, y los ingresos que de ellas se obtienen, a través del Analisis Envolvente de Datos (DEA).

De manera sintética, el DEA es una técnica no paramétrica de analisis de eficiencia de
unidades de produccion que a partir de multiples inputs es capaz de producir multiples outputs
utilizando una estructura productiva homogénea. Denotamos cada unidad como UOA (unit of
assessment) en vez del término tradicional DMU (decision making unit), siguiendo la opinion
de Sarrico et al. (1997), ya que un perfil de asegurado no toma ninguna decision. En este trabajo
no se usa el concepto de DMU en el sentido tradicional de una unidad de gestion que toma sus
propias decisiones. Por ello, utilizamos las siglas UOA, que extienden el concepto a unidad en
evaluacion. Para una introduccion al analisis DEA véase, por ejemplo, Thanassoulis (2001) o

Cooper et al. (2000).

Un elemento determinante en los resultados obtenidos a partir del DEA es la seleccion
de los inputs y outputs que seran incluidos en el modelo. Cada combinacion de inputs y outputs
que se considere dard lugar a unos coeficientes de eficiencia distintos y, consecuentemente, a
una ordenacion diferente de las unidades de produccion. Es mas, una UOA puede ser eficiente o
no dependiendo de cuales sean las variables que se incluyan en el modelo. Para salvar este

inconveniente, proponemos aplicar la metodologia propuesta en Serrano-Cinca et al. (2005) y
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Serrano-Cinca y Mar-Molinero (2004). En ambos trabajos, se propone la utilizaciéon conjunta
del analisis DEA y del Analisis de Componentes Principales (PCA) con el objetivo de guiar al
decisor en la seleccion del modelo DEA. Asimismo, la metodologia aplicada permitira
identificar las fortalezas y debilidades de una UOA en funcion de la forma en la que dicha
unidad logra su nivel de eficiencia. Cada tipo de cliente es tratado como una UOA y lo que se
pretende analizar es la eficiencia de cada unidad desde el punto de vista del rendimiento

obtenido por la empresa aseguradora.

Para tal fin, propondremos dos inputs y dos outputs con los que evaluar nuestras
unidades de produccion. Como inputs incluimos en el analisis aquellas variables que suponen
un coste para la compaiia y que sintetizamos a través del nimero de siniestros total y el coste
medio derivado de ellos. Como outputs consideramos los ingresos que generan dichos clientes a
la compaiia y que medimos a través de los valores de prima bruta y prima neta. En todos los
casos, consideramos los valores por cada 100 clientes, de manera que eliminamos el efecto que
pueda tener el que en cada grupo de clientes el nimero de observaciones sea distinto. La
metodologia que aplicamos consistira en estimar todos los posibles modelos, obtenidos como
combinacion de las variables propuestas, y visualizar los resultados por medio del PCA. Los
resultados obtenidos del PCA nos permitiran relacionar los modelos y las UOA, en tanto

identificara similitudes y discordancias entre los diferentes casos.

El resto del trabajo se estructura de la siguiente manera. En la Seccion 2 se presentan los
datos con los que se analizan los diferentes tipos de clientes considerados mediante la aplicacion
de DEA vy estadistica multivariante. En la Seccion 3 discutimos los resultados obtenidos y se
obtienen algunos resultados adicionales. La Seccion 4 esta dedicada a conclusiones. Por tltimo,

al final del trabajo se recogen las referencias bibliograficas utilizadas en este trabajo.

2. ANALISIS DE EFICIENCIA DE LA CARTERA DE CLIENTES
En la presente seccion analizamos el comportamiento de diferentes tipos de clientes para la

entidad aseguradora mediante la combinacion de andlisis DEA y técnicas de analisis

multivariante.

2.1 Datos
En primer lugar merece destacarse que resulta complejo, dadas las restricciones a que obliga la

legislacion, obtener informacion acerca de la cartera de clientes de una compaiiia aseguradora.
No obstante, una compafiia espafiola con una amplia implantacion a nivel nacional nos ha
cedido los datos correspondientes al ejercicio del afio 2002, sin incluir aquellos valores que

eliminarian su caracter anénimo.
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Para realizar nuestro estudio nos restringiremos a los individuos asegurados en dicho
periodo que conduzcan un vehiculo de tipo turismo y cuyo uso sea particular. E1 motivo por el
que realizamos estas restricciones es que pretendemos realizar un estudio lo mas homogéneo
posible. Si considerasemos otro tipo de vehiculos, como es el caso de camiones, motos o taxis,
se podrian distorsionar los resultados. Piénsese, por ejemplo, como los profesionales que

trabajan con su vehiculo estan mas expuestos al riesgo.

Después de llevar a cabo las restricciones anteriores y realizar una exhaustiva
depuracion de los datos nos quedamos con mas de 80.000 asegurados. Sobre estos valores,
realizamos una estratificacion de la muestra segin el siguiente detalle: sexo, edad, zona

geografica y tipo de turismo.

e La variable sexo se justifica por los previsibles diferentes comportamientos entre los

hombres y las mujeres a la hora de conducir.

e La edad del conductor actia como un elemento importante a considerar en los
resultados del estudio. Distinguimos entre los individuos menores o iguales a 30 afios y

los individuos mayores de 30 afios.

e La zona geografica, ya que la climatologia, la densidad de poblacién y las
infraestructuras actian como componentes importantes en los resultados obtenidos. Se

consideraran cuatro zonas distintas: la zona Norte, Centro, Mediterranea y Sur.

e FEl tipo de turismo, distinguiendo entre gama baja, media y alta. Un coche de gran
tamafio y potencia puede provocar, a iguales circunstancias de accidente, mayores
dafios que uno pequeio. De la misma manera, también serdn mayores los gastos de

reparacion de los dafios propios del vehiculo.

Los técnicos de la propia compaiiia aseguradora nos indicaron que esta estratificacion es
la que habitualmente realizan la mayoria de las compaiiias. En particular, cada una de ellas, al
lanzar al mercado un producto, consideran ademas otras caracteristicas. Esto es debido a que
cuanto mas se ajuste a la realidad de los clientes mayor éxito tendra el nuevo producto, en el
sentido de que aportard mayores beneficios econdmicos para la compaiiia y de satisfaccion para

el cliente.

La distribucion de los asegurados en cuanto al tipo de turismo se presentan con unos
porcentajes del 12,48%, 40,38% y 47,14%, para los vehiculos de gama alta, media y baja,
respectivamente. En cuanto al sexo tenemos que la proporcion de hombres es muy superior a la
de mujeres encontrando un 82,73% de hombres frente a un 17,27% de mujeres. La zona Sur es
la que presenta un mayor porcentaje de asegurados con un 52,22%, seguida de la zona
Mediterranea con un 18,31%, la zona Norte con un 17,67% y por ultimo, la zona Centro con un

11,80%. Si consideramos la edad del conductor, nos encontramos con un menor porcentaje de
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conductores jovenes un 8,33% de asegurados menores o iguales a 30 afios frente a un 91,67%
de asegurados mayores de 30 afios. Esta ultima caracteristica se presenta de manera frecuente en
la mayoria de las compaifiias del sector debido a las numerosas dificultades y a las grandes

tarifas que aplican a la hora de asegurar a los individuos con poca edad y experiencia.

En la Tabla 1 se muestran los distintos perfiles o tipos de clientes que se obtienen al

considerar la estratificacion anterior.

Alta (4) Intermedia (1) Baja (B)

Mujer ~ Hombre  Mujer  Hombre  Mujer  Hombre
(F) (M) (F) (M) (F) (M)

Norte >30(+) AFN+ AMN+  IFN+  IMN+ BFC+ BMN+
(N) <30 (-) - AMN- IFN-  IMN- BFC- BMN-
Centro >30(+) AFC+ AMC+ IFC+ IMC+ BFC+ BMC+
© <30 (-) - AMC- IFC-  IMC- BFC- BMC-
Mediterranea >30(+) AFM+ AMM+  IFM+ IMM+ BFM+ BMM+
M) <30 (-) - AMM- IFM-  IMM- BFM- BMM-
Sur >30(+) AFS+ AMS+ IFS+ IMS+ BFS+ BMS+
S <30(-) AFS-  AMS- IFS- IMS- BFS-  BMS-

Tabla 1. Perfiles de clientes.

Es importante destacar que en lugar de trabajar con 48 perfiles, que seria el resultado de
aplicar la estratificacion anterior, lo haremos con 45. Esto es debido a que existen tres perfiles
en los que no disponemos de suficiente tamafio muestral para que la representacion de ellos sea
significativa. Los perfiles no considerados en nuestro estudio son los correspondientes a las
mujeres con coche de gama alta, menores de 30 afios de las zonas Norte, Centro y Mediterranea

I3

y que en la tabla se denotan con

2.2 Analisis DEA
Nuestro objetivo principal sera proporcionar a la compaiiia el comportamiento de cada uno de

los perfiles seleccionados. Todo el estudio se desarrollard desde el punto de vista de la entidad
aseguradora, pretendiendo comparar la eficiencia de cada uno de los tipos de cliente recogidos

en la Tabla 1.

Para tal fin aplicamos DEA, ya que permite estudiar la eficiencia relativa de cada una de
las unidades, esto es, una unidad sera o no eficiente en funcion de los resultados obtenidos por
el resto, realizando comparaciones multiples a través de modelos basados en la programacion
lineal. Un elemento determinante del resultado que se obtendra con la aplicacion del DEA es la

combinacion de inputs y outputs que se considere finalmente en el modelo.

En todos los trabajos existentes en la literatura en los que se aplica el DEA al sector

asegurador, el objetivo que se persigue es analizar el comportamiento de las diferentes
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compafiias aseguradoras dentro de la industria del seguro. Algunos trabajos realizados en este
campo son, entre otros, Cummins y Rubio-Misas (1998), Fecher et al. (1993), Fukuyama
(1997), Tone y Sahoo (2005) o Kao y Hwang (2008). Ninguno de los trabajos citados analiza el
problema desde el punto de vista del cliente, en todos ellos se estudia la eficiencia de las
diferentes aseguradoras. Aun asi, en ellos se considera como outputs de los modelos el nimero
de primas o los ingresos derivados de las mismas, que pueden considerarse, sin duda, un

elemento determinante en este tipo de analisis.

En el presente trabajo definimos a la unidad evaluada como un tipo de riesgo para la
compafiia. La informacion relevante para la aseguradora sobre el mismo puede sintetizarse en
dos grupos de variables: aquellas que suponen un coste, de manera directa o indirecta y que, en
cualquier caso, valores bajos de estas variables identifican a los buenos riesgos. Por otro lado,
han de tenerse en cuenta aquellos conceptos que suponen un ingreso para la compaiia. En este
segundo caso valores altos identifican a los mejores riesgos. Los primeros conceptos se asocian

con los inputs del modelo mientras que los segundos se identifican con los outputs.

Para los primeros hemos considerado dos variables, una estimacion de la probabilidad
del siniestro y el coste medio de los mismos. Para los segundos consideramos las primas
ingresadas a partir de cada tipo de cliente. De manera sintética, las variables consideradas son

las siguientes:
Input A: nimero de siniestros por cada 100 asegurados.
Input B: coste medio de los siniestros por cada 100 asegurados (euros).
Output 1: ingresos por prima bruta por cada 100 asegurados (euros).
Output 2: ingresos por prima neta por cada 100 asegurados (euros).

Los ingresos de prima neta, output 2, se obtienen como ingresos de prima bruta menos
las bonificaciones asignadas por la compafia. De esta forma tendremos en cuenta en nuestro
modelo el comportamiento de los asegurados en afios anteriores a través de las bonificaciones
asignadas a cada cliente. Esta variable captura de alguna forma la calidad y fidelidad de los
clientes en tanto las compaiiias ofrecen este tipo de bonificaciones con el objetivo de retener a
sus mejores asegurados. Algunos trabajos relacionando las primas con la experiencia pasada de
los individuos en cuanto a la siniestralidad son, entre otros, Lemaire (1985), Henriet y Rochet

(1986) y Dionne y Vanasse (1992).

De manera resumida, en la Tabla 2 se muestra la informacion de inputs y outputs
recogidos en los modelos. En todos los casos consideramos los valores por cada 100 asegurados

para evitar el efecto que pueda tener el diferente nimero de asegurados en cada categoria.
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Inputs Outputs

A B 1 2
Max 76,92 51.009,10 142.989,31 99.631,13
Min 21,28 1.125,38 48.812,08 30.016,87
Media 37,49 17.774,16 88.362,13 58.729,66
Desv. Std. 9,70 8.743,68 26.381,49 18.732,99

Tabla 2. Valores de inputs y outputs.

Para la evaluacion de las unidades, hemos aplicado el modelo con rendimientos a escala
constante y orientacion al output, modelo CCR-O. La orientacién al output se justifica porque la
empresa aseguradora no puede controlar ni el riesgo del siniestro ni su costo medio, aunque si

que puede controlar los ingresos que los clientes generan a través de la politica de tarifas.

La manera tradicional de evaluar las unidades consiste en resolver el modelo que
incluye simultineamente las cuatro variables, inputs Ay By outputs 1 y 2. La metodologia que
aplicaremos propone resolver todos los modelos que surgen de combinar las cuatro variables
descritas. Con dos inputs y dos outputs, pueden obtenerse 9 modelos diferentes. La notacion

utilizada para los modelos es la que aparece en la Tabla 3.

Modelo Inputs Outputs
Al A 1
ABI1 AB 1

Bl B 1

A2 A 2
AB2 AB 2

B2 B 2
Al12 A 1,2
ABI12 AB 1,2
B12 B 1,2

Tabla 3. Modelos DEA.

La razon principal para resolver todos los posibles modelos es doble. Por un lado, como
se dijo, la eficiencia de una unidad dependera de la combinacion de inputs y outputs que se
considere, por lo que tiene sentido evaluar a cada UOA en funcion de todos los posibles
modelos que puedan construirse. Por otro, estamos interesados en estudiar las fortalezas o
debilidades de cada unidad con respecto a cada variable y esta informacion puede obtenerse
estudiando los coeficientes correspondientes a los distintos modelos. En la Tabla 4 se
representan los valores de eficiencia de las 45 unidades de produccion en los 9 modelos

considerados. Este valor aparece expresado en porcentaje.
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Un primer analisis de los resultados obtenidos permite comprobar como la eficiencia
obtenida por una UOA particular depende de como se especifique el modelo, tal y como puede

verse en la Tabla 4.

Considerando el modelo general, modelo AB12, solo dos unidades son eficientes: IFN-
y AFS-. Todas coinciden con ser mujeres, con coches de gama media o alta y jovenes (menores
de 30). Estos dos grupos de clientes son los que mejor comportamiento tendrian para la
compaiia si consideramos todas las variables explicativas. Podemos ver como este buen

comportamiento se debe, no obstante, a distintos factores en cada caso.

Para AFS-, el coeficiente de eficiencia de 100 en el modelo general contrasta con
menores puntuaciones obtenidas en los modelos en los que el Unico input considerado es el A,
numero de siniestros por cada 100 asegurados. Esto indica que el buen resultado obtenido se
debe al comportamiento de este tipo de clientes en las restantes variables o, lo que es lo mismo,
a pesar de mostrar unos malos registros en cuanto al numero de accidentes, el buen
comportamiento en el input restante, asi como en la cuantia de las primas, son suficientes para

compensarlo y hacer que la unidad sea considerada eficiente.

En cuanto a la unidad IFN-, se puede ver como todos sus coeficientes son 100 excepto
en aquellos modelos en los que el unico input es el coste de los siniestros (B1, B2 y B12). En
este caso, la eficiencia de la unidad se explica por un buen comportamiento en el input A, asi

como por una buena combinacion en las variables que determinan la eficiencia global.

En la siguiente seccion se realiza un analisis multivariante sobre los coeficientes DEA
en el que se identifican las principales caracteristicas de los valores de la Tabla 4. En dicha tabla
nos encontramos con un gran volumen de informacion acerca de las unidades de produccion
eficientes, aunque también nos podemos encontrar con informacién redundante ya que algunos
modelos DEA pueden ser equivalentes (Serrano-Cinca y Mar-Molinero, 2004). Para lograr todo
lo anterior, se aplicaran técnicas de analisis multivariante, tales como, el analisis factorial y

analisis de regresion multiple.

2.3 Andlisis factorial

El analisis factorial es una técnica de reduccion de datos estandar que elimina la informacion
redundante, resalta la informacion mas significativa del conjunto de datos y ayuda a visualizar

las principales relaciones existentes entre cada una de las observaciones (Dunteman, 1989).

En los valores recogidos en la Tabla 4, los diferentes modelos DEA pueden
considerarse como variables y los perfiles definidos anteriormente como observaciones de
nuestro estudio, de forma que disponemos de 45 observaciones y 9 variables. Puede ocurrir que
con un conjunto mas pequefio de datos podamos explicar las relaciones existentes entre cada

uno de los perfiles considerados. Para tal fin, aplicamos la técnica del analisis factorial.
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U0A Al ABI B1 A2 AB2 B2 Al2 ABI2 BI2

AFN+ 60 60 31 54 54 25 60 60 31
AFC+ 34 37 24 33 35 21 34 37 24
AFM+ 43 43 15 4 4 13 43 43 15
AFS+ 34 34 17 34 34 15 34 34 17
AFS- 67 100 100 75 100 100 75 100 100
AMN+ 58 58 24 51 51 19 58 58 24
AMN- 86 86 39 85 85 35 86 86 39
AMC+ 44 44 25 41 41 21 44 44 25
AMC- 34 34 10 36 36 9 36 36 10
AMM-+ 47 47 20 44 44 17 47 47 20
AMM- 47 60 45 51 61 44 51 61 45
AMS+ 40 41 25 39 40 22 40 41 25
AMS- 53 53 25 57 57 24 57 57 25
IFN+ 48 48 24 4 ) 19 48 48 24
IFN- 100 100 59 100 100 53 100 100 59
IFC+ 36 45 34 32 38 28 36 45 34
IFC- 61 63 39 61 64 35 61 64 39
IFM+ 38 38 16 35 35 13 38 38 16
IFM- 51 51 21 52 52 19 52 52 21
IFS+ 27 31 21 26 28 18 27 31 21
IFS- 39 48 35 4 49 34 4 49 35
IMN+ 51 51 25 4 4 18 51 51 25
IMN- 55 55 25 55 55 22 55 55 25
IMC+ 40 46 31 36 40 24 40 46 31
IMC- 35 35 15 37 37 14 37 37 15
MM+ 44 44 24 38 38 19 44 44 24
IMM- 34 34 16 36 36 15 36 36 16
IMS+ 27 31 21 25 27 17 27 31 21
IMS- 31 31 17 34 34 17 34 34 17
BFC+ 39 43 28 34 36 21 39 43 28
BFC- 51 63 46 49 58 40 51 63 46
BFC+ 29 38 30 26 32 24 29 38 30
BFC- 47 59 44 51 60 43 51 60 44
BFM+ 37 41 26 33 35 21 37 41 26
BFM- 35 38 24 37 39 23 37 39 24
BFS+ 24 29 20 22 25 17 24 29 20
BFS- 25 33 26 28 33 25 28 33 26
BMN+ 48 48 26 40 40 19 48 48 26
BMN- 40 40 23 40 40 20 40 40 23
BMC+ 38 44 29 33 37 23 38 44 29
BMC- 28 37 30 28 35 27 28 37 30
BMM+ 40 42 26 35 36 20 40 42 26
BMM- 25 26 16 28 29 16 28 29 16
BMS+ 27 31 21 24 27 17 27 31 21
BMS- 26 29 19 28 31 18 28 31 19

Tabla 4. Coeficientes de eficiencia DEA (%).

Para estudiar el numero de factores que se deben incluir en el modelo, se empezo6 por
realizar un analisis de componentes principales. Los valores propios obtenidos aparecen en la
Tabla 5. Es importante apuntar que el minimo valor para la extraccion de autovalores ha sido
tomado como 0,8, siguiendo la recomendacion de Joliffe (1972). Se obtienen dos autovalores
que son mayores al limite expuesto. La primera componente aporta, con gran diferencia, la

mayor parte de informacion, explicando un 86,03% de la variabilidad total. Considerando las
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dos primeras componentes se explica un 99,17%, por lo que muestran una adecuada

representacion de los datos. Por esta razon, el modelo factorial contiene tan solo dos factores.

Componente  Autovalor % de varianza Acumulado %
PC1 7,74 86,03 86,03
PC2 1,18 13,14 99,17

Tabla 5. Resultados del analisis de componentes principales.

En la Tabla 6 exponemos las correlaciones existentes entre cada uno de los modelos y
los dos factores. Los resultados se muestran ordenados respecto a las correlaciones con el
primer factor. Podemos observar que el primer factor estd fuertemente correlacionado y de
forma positiva con todos los modelos. Dicho factor representa una “medida global de
eficiencia”, tomando el méaximo valor cuando consideramos el modelo completo AB12, seguido
de los modelos con dos inputs (AB1, AB2). Para interpretar el segundo factor tenemos que tener
en cuenta tanto el valor de las correlaciones como el signo de las mismas. Encontramos que
dicho factor esta correlacionado de forma positiva con los modelos B1, B2 y B12 y de forma
negativa con los modelos Al, A2 y Al2. La correlacion positiva ocurre con aquellos modelos
cuyo unico input es B y la correlacion negativa con aquellos modelos cuyo Unico input es A.
Puede concluirse que la segunda componente discrimina entre modelos cuya eficiencia se
concentra en el coste del siniestro y aquellos que la derivan del nimero de siniestros. Dicho

factor puede denotarse como “coste del siniestro versus nimero de siniestros”.

Factor

Fi F2
ABI2 0,9938 -0,0900
ABI 0,9923 -0,0825
AB2 0,9872 -0,0872
A2 0,9343 -0,3335
Al2 0,9293 -0,3651
Al 0,9016 -0,4205
Bl 0,8712 0,4875
B12 0,8712 0,4875
B2 0,8536 0,5131

Tabla 6. Analisis factorial, matriz de correlaciones.

Las puntuaciones de cada perfil respecto a cada factor ofrecen una medida de eficiencia
de cada uno de los conceptos anteriores, eficiencia global y eficiencia coste frente al nimero de
siniestros. La Figura 1 muestra la representacion de las puntuaciones en los dos factores (F1 y
F2). Los perfiles con mayores puntuaciones en el primer factor son aquellos con mayor
eficiencia global, destacando los perfiles AFS- y IFN-. Por otro lado en el extremo izquierdo
tenemos a IFS+ y AFC+, que es un tipo de cliente que muestra una baja eficiencia en todos los

modelos considerados. Es importante destacar que la eficiencia se incrementa segun nos
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desplazamos de izquierda a derecha en la Figura 1, lo que confirma la interpretacion del primer

factor como una medida de eficiencia global.

El segundo factor se identifica como el valor que distingue entre la eficiencia debida al
coste y al numero de los siniestros. En la parte superior derecha de la Figura 1 destaca AFS- con
un coeficiente de eficiencia igual a 100 salvo en los modelos que contienen inicamente el input
A. Por el contrario, en la parte inferior derecha podemos ver los perfiles AMN- y IFN- que ven

reducida su eficiencia cuando el tnico input es B.

Pueden estudiarse las relaciones entre cada modelo y el valor obtenido en las
puntuaciones factoriales. Para ello, se ha realizado un analisis de regresion en el que como
variable dependiente hemos tomado la eficiencia de cada uno de los modelos y como variables
independientes las puntuaciones de los dos primeros factores (Schiffman et al., 1981). De esta
forma, podremos constatar que representar los distintos modelos de eficiencia en términos de
sus puntuaciones factoriales resulta adecuado y estaremos reduciendo la dimensionalidad de
nuestro problema. Asimismo, podremos obtener modelos similares de eficiencia, puesto que el
angulo entre cualesquiera dos vectores estd relacionado con la correlacion existente entre la
eficiencia generada por los dos modelos en cuestion. En la Tabla 7 mostramos el coeficiente de
determinacion ajustado y los coeficientes de regresion junto con los estadisticos de contraste
para ver si son significativos o no. En nuestro caso todos los valores de R” son altos, todos son

superiores a 0,98.

Directional cosines

ol 02 F Aj R’

Al 0,902 -0,420 1996,172 0,989
57,263%%  26,707%*

ABI 0,992 -0,083 2454,588 0,991
69,825%* -5 806%**

B1 0,871 0,487 6338,496 0,997
98,257%%  54,978%*

A2 0,934 -0,334 1304,407 0,983
48,104%*  -17,172%*

AB2 0,987 -0,087 1162,574 0,981
48,033%* -4 243%*

B2 0,854 0,513 2536,086 0,991
61,041%%  36,691**

Al2 0,929 -0,365 6854379 0,997
108,978%*  -42,808%*

ABI12 0,871 0,487 6338,496 0,997
98,257%%  54,978%*

B12 0,994 -0,090 4915243 0,996

98,745%*  -8,940**

**Significativo al nivel 0,01.

Tabla 7. Analisis ProFit. Resultados de la regresion lineal.
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En la Figura 1 representamos igualmente los vectores normalizados obtenidos al realizar
la regresion. Pueden diferenciarse tres grupos de modelos. En la grafica, los modelos se
representan con vectores normalizados y los perfiles de clientes mediante las etiquetas

correspondientes.

Un primer grupo de modelos es el formado por Al, A2 y Al12, en los que el tinico input
es A y aproxima la eficiencia con respecto al numero de siniestros. Un segundo grupo formado
por B1, B2 y B12, en el que el tnico input es B, permite ver la eficiencia con respecto al coste
medio del siniestro. Por ultimo, un tercer grupo formado por los restantes modelos mide la
eficiencia global de la unidad. De cada uno de estos grupos se ha seleccionado un modelo para
indicar la direccion de mejora de cada una de las eficiencias mencionadas anteriormente,

respectivamente, A12, B12 y AB12.

AFS-

BFC+ BFC-
Fs+  BFS- oy AMM-

F2

BMS+
sy BFMEMGH
BMS-

AB12
AB2
AB1

A2
Al12

AMN- AL

F1

Figura 1. Grafico de cargas factoriales, F1 vs. F2.

3. DISCUSION DE LOS RESULTADOS
A partir de los valores presentados en la Seccion 2 pueden obtenerse algunas conclusiones sobre
el comportamiento de los perfiles de clientes considerados.

En las Figuras 2 y 3 se representan, respectivamente, los valores de las 45 unidades con
respecto a los factores F1 y F2, diferenciando los asegurados por sexo y edad. Puede apreciarse
como los clientes femeninos (Figura 2) y menores de 30 (Figura 3) tienen un mejor

comportamiento para la compaiiia, esto es, obtienen mayores valores de eficiencia.
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F2

B12

¢ Mujeres m Hombres

AB12

Al12

F1

Figura 2. F1 vs. F2. Los perfiles se identifican por el sexo de los clientes.

F2

B12

4<30

m>30

AB12

F1

Figura 3. F1 vs. F2. Los perfiles se diferencian por edad.
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Con respecto a las zonas de circulacion de los vehiculos, se comprueba que existen
diferencias significativas tanto si se considera una medida de eficiencia global como si se
considera la eficiencia respecto al nimero de siniestros. Estas diferencias, que se aprecian en la
Figura 4, se corroboran a partir de los resultados obtenidos con el test de Kruskal-Wallis (p-
valor 0,006 y 0,003, respectivamente). Con el test de Dunn de comparaciones multiples,
comprobamos que existen diferencias significativas con ambas medidas de eficiencia entre la
zona Norte y las zonas Sur, Mediterranea y Centro, siendo mas eficientes los conductores de la

zona Norte.

B12

F2

AB12

@ Norte
M Centro
A Mediterranea
@ Sur

F1

Figura 4. F1 vs. F2. Los perfiles se identifican por la zona geografica.

En cuanto a la gama del vehiculo, también se detectan diferencias en el modelo A12 a
través del test de Kruskal-Wallis (p-valor 0,017). Los resultados del test de Dunn de
comparaciones multiples muestran que existen diferencias significativas entre los coches de
gama alta y baja, siendo superior en los primeros. La eficiencia en cuanto al nimero de

siniestros es mayor en los coches de gama alta.

Junto a los anteriores estudios globales para detectar diferencias entre los diferentes
tipos de clientes, es posible realizar estudios parciales. Para ello, consideramos una variable y
segmentamos la informacion con respecto a cualquier otra. Los resultados obtenidos, asi como
el test utilizado en cada caso, se recogen en la Tabla 8. En cada caso, pueden considerase las
tres medidas de eficiencia utilizadas hasta ahora, eficiencia global, eficiencia respecto al numero
de siniestros y eficiencia respecto al coste y que representamos, respectivamente, por los

modelos AB12, A12 y B12.
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Variable Segmentacion Modelo Test (p-valor) Mas eficiente / Menos eficiente

Sexo
U Mann-Whitney
Edad <30 B12 (0.009) Mujeres/Hombres
Edad
U Mann-Whitney
Mujeres AB12 (0.009) <30/>30
U Mann-Whitney
Al2 (0.018) <30/>30
U Mann-Whitney
BI12 (0.006) <30/>30
Area
Geografica
Hombres ABI12 Kruskal-Wallis (0,048) Norte/Sur
Al2 Kruskal-Wallis (0,030) Norte/Sur
Gama intermedia Al2 Kruskal-Wallis (0,046) Norte/Sur
Gama baja ABI12 Kruskal-Wallis (0,034) Centro/Medit., Norte/Sur
Al2 Kruskal-Wallis (0,019) Norte/Sur, Centro/Sur
B12 Kruskal-Wallis (0,029) Centro/Sur, Centro/Medit.
Norte/Sur, Norte/Centro, Norte/Medit.,
Edad >30 ABI12 ANOVA (0,0005) Centro/Sur, Medit./Sur
Al2 ANOVA (0,0005) Norte/Centro, Norte/Sur, Medit./Sur
B12 ANOVA (0,003) Centro/Medit., Centro/Sur
Gama
Hombres AB12 Kruskal-Wallis (0,049) Alta/Baja
Al2 Kruskal-Wallis (0,028) Alta/Baja
Edad <30 Al2 Kruskal-Wallis (0,032) Alta/Baja
Zona Sur AB12 Kruskal-Wallis (0,030) Alta/Baja
Al2 Kruskal-Wallis (0,037) Alta/Baja

Tabla 8. Resultados de los analisis parciales.

En los siguientes analisis trabajaremos a un nivel de confianza del 95%. En primer
lugar, comparamos la eficiencia entre hombres y mujeres. Para ello, segmentamos Ia
informacién con respecto a las variables edad, zona geografica y gama del coche. Si
consideramos por separado los dos grupos de edad, obtenemos que en el grupo de menores de
30 afios existen diferencias significativas en cuanto al comportamiento de hombres y mujeres si
lo evaluamos por medio del modelo B12, siendo las mujeres mas eficientes para la compaiiia.
Este resultado se obtiene a partir del test no paramétrico de la U de Mann-Whitney, en tanto no
se verifican condiciones de normalidad, obteniendo un p-valor igual a 0,009. Para los individuos
mayores de 30 afios no se han observado diferencias significativas con respecto al sexo, al igual

que si tomamos las distintas zonas de circulacion o las distintas gamas del vehiculo.

En segundo lugar, comparamos la eficiencia con respecto a la edad. Al segmentar por la
variable sexo, observamos que en cuanto a los hombres no existen diferencias significativas. Si

aparecen diferencias en el grupo de mujeres, siendo mas eficientes las menores de 30 afios.

En tercer lugar, comparamos la eficiencia con respecto a la zona geografica en la que
reside el conductor. Segmentando por la variable sexo, obtenemos que en los hombres existen

diferencias significativas en cuanto a la zona de circulacion, tanto en la eficiencia global como
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en cuanto al numero de siniestros (Kruskall-Wallis, 0,048 y 0,030, respectivamente), entre las
zonas Norte y Sur. Aparecen diferencias de igual forma cuando segmentamos por la gama del
vehiculo. En los vehiculos de gama baja aparecen diferencias significativas en los tres modelos
de eficiencia. En cuanto a los coches de gama intermedia, las diferencias las encontramos entre
las zonas Norte y Sur segiin el modelo A12. Segmentando por la variable edad, confirmamos
que existen diferencias significativas para el grupo de conductores mayores de 30 afios en los

tres casos considerados.

En cuarto lugar compararemos la eficiencia con respecto a los distintos tipos de
vehiculos. Si segmentamos por la variable sexo o zona geografica, encontramos que en los
hombres y en la zona Sur existen diferencias significativas en cuanto a la eficiencia debida a los
modelos AB12 y A12. En cuanto a la edad, las diferencias se encuentran respecto del modelo
A12, para el grupo de conductores menores de 30 afios. En todos los casos, la eficiencia de la

gama alta es superior a la gama baja.

4. CONCLUSIONES

En el presente trabajo hemos estudiado el comportamiento de los diferentes tipos de asegurados
que integran la cartera de clientes de una compafiia aseguradora. A partir de los datos
proporcionados por una aseguradora espafiola con una elevada cuota de mercado, hemos
analizado el comportamiento de cada tipo de cliente en términos de eficiencia. Se ha llevado a
cabo aplicando conjuntamente el analisis envolvente de datos y técnicas de estadistica

multivariante.

Uno de los principales determinantes del analisis DEA es la eleccion de los inputs y
outputs que forman el modelo. La eleccion de una u otra variable determina el resultado que se
obtiene del analisis. Para salvar dicha dificultad se han aplicado todos los posibles modelos que
se tienen con los inputs y outputs seleccionados. La gran cantidad de informacion obtenida se
estudia y sintetiza con técnicas de estadisticas multivariante como el analisis factorial y analisis

de regresion.

El primer resultado que se obtiene es la existencia de tres indicadores de eficiencia,
“eficiencia global”, “eficiencia en el nimero” y “eficiencia en el coste de los siniestros”. En
todos los casos, la medida de eficiencia hace referencia al resultado obtenido por la compaiiia

para ese tipo de cliente.

En términos generales, se identifican los comportamientos mas interesantes para la
empresa en asegurados jovenes, mujeres, ubicados en la zona Norte y que conducen vehiculos
de gama alta. Ademas de las comparaciones directas entre las variables, se han obtenido

resultados parciales segmentando la informacion segun las diferentes variables consideradas en
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el estudio, lo que permite hacer comparaciones entre cada grupo de asegurados considerando

por separado las tres medidas de eficiencia.

Los resultados obtenidos del analisis permitirian a la empresa aseguradora optimizar la
composicion de su cartera de clientes. Cada unidad puede considerarse como un tipo de riesgo
para la compaiia, el trabajo identifica aquellos mas interesantes, clientes con altos valores de
eficiencia, en los que los valores de las primas son suficientemente altos como para compensar
los valores de siniestralidad y coste derivado de los mismos. De esta manera, la aseguradora
puede optar por concentrar sus esfuerzos en atraer a este tipo de clientes incluso ajustando el

valor de las primas.

De igual modo, se identifican a los clientes menos eficientes para la compaiiia. En este
caso, el valor de las primas que se ingresa en comparacion con la siniestralidad y coste derivado
no resulta rentable para la compania en términos relativos, esto es, la rentabilidad que obtiene la
empresa aseguradora es menor que la que obtiene de clientes con mayores coeficientes de
eficiencia. En este caso, la empresa puede reconsiderar el papel de este tipo de clientes o ajustar

al alza sus primas para igualar su rendimiento al de clientes mas eficientes.
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RESUMEN

En este trabajo, a partir de la continuacién de las bifurcaciones de codi-
mension 1 en un modelo dindmico discreto aplicado al mercado actual y
potencial de las organizaciones, se establecen las condiciones necesarias para
la existencia de bifurcaciones de codimension 2. Como caso practico, se es-
tudia el caso del mercado cervecero espaiiol, considerando como referencia
la marca “San Miguel”, analizando su evolucién e interpretacién econémica.
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Bifurcations of Codimension 2 in a Dynamical
Model of Current and Potential Market:
An Application to the Spanish Beer Market

ABSTRACT

In this work we establish the necessary conditions for the existence of bifur-
cations of codimension 2 in a discrete dynamic model applied to the current
and potential market of the organizations, starting from the continuation
of the codimension 1 bifurcations. The case of the market Spanish brewer
is studied and we analyse its evolution and interpret the economical results
obtained.
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1. INTRODUCCION

En Landa y Velasco (2004) y Velasco et al. (2007), se exponen cémo las organizaciones
mercantiles pueden mantener sus cuotas de mercado en equilibrio durante determinados
periodos de tiempo. Esto no significa que la solucién de equilibrio tenga que durar de
manera permanente, ya que la estrategia de cada organizacion competitiva, en un
mercado de referencia y para un producto cualquiera de ese mercado, ha de ir
encaminada a conseguir la cuota de mercado mas elevada posible; pero no es menos
cierto que cualquier comportamiento competitivo encaminado a conseguir ese objetivo
sera respondido por las organizaciones competidoras que defenderan sus respectivas
posiciones de mercado. Un entorno agresivo, un esfuerzo de marketing mal orientado u
otras causas, hacen que la posicion conseguida por cada organizacion competitiva no
permanezca, necesariamente, en equilibrio estable.

Podemos ver en Gandolfo (1997), Lorenz (1997), Vilchez et al. (2002), Velasco
et al. (2002), Vilchez et al. (2003), Landa y Velasco (2004), Vilchez et al. (2004), Bosi
et al. (2005), Haunsmied et al. (2005), He XZ y Westerhoff FH (2005), Li MQ (2005),
Wagener (2005), Wei-Bing-Zhang (2006), Magnitskii y Siderov (2006) y Chang et al.
(2007), entre otros, ejemplos econdmicos en los que se estudian bifurcaciones en
modelos econdmicos. En el trabajo de Velasco et al. (2007) se hace un estudio de la
estabilidad del sistema y de las bifurcaciones de codimension 1 en un modelo
econdmico discreto y se analiza bajo qué condiciones, si se realizan pequefias
variaciones en los parametros del modelo, éstas van a implicar que el comportamiento
del mismo sea cualitativamente diferente en un entorno del punto fijo. En particular, se
estudio la estabilidad del modelo referido al mercado cervecero espafiol y se
encontraron las bifurcaciones de codimension 1 asociadas a cada uno de los valores de
los parametros del modelo.

En este articulo estudiamos las bifurcaciones de codimension 2, que vienen
caracterizadas por dos condiciones independientes que involucran simultaneamente dos
parametros. El interés de esta busqueda radica en que la aparicién de estas bifurcaciones
lleva asociada un comportamiento para ambos mercados mucho mas complejo que el
descrito hasta el momento por el espacio paramétrico de cada bifurcacion de
codimension 1. Para ello, hemos de partir de los puntos en los que existen bifurcaciones
de codimension 1, realizar la continuacion de dichos puntos obligando a que cumplan
las condiciones de no degeneracion de la correspondiente bifurcacion y comprobar para
qué valores de los parametros no se cumple alguna de las condiciones impuestas. Se ha
realizado un estudio exhaustivo de todas las posibles combinaciones entre dos
parametros a fin de obtener todas y cada una de las bifurcaciones de codimension 2 en
el sistema dinamico discreto. Los posibles comportamientos de la dindmica de un
sistema en un entorno de una bifurcacion de codimensién 2 se comentan en el Anexo.

El resto del articulo estd estructurado como sigue: en la segunda seccion se
comenta brevemente el modelo dinamico discreto propuesto en Velasco et al. (2007).
En la tercera seccion se exponen los conceptos necesarios que se van a utilizar a lo largo
del trabajo. En la cuarta seccion, realizamos la continuacion de los puntos de
bifurcacion de codimensién 1 para los valores de los pardmetros relevantes y se
obtienen las principales bifurcaciones de codimension 2 en el modelo presentado. Se
finaliza con una seccién de conclusiones y posibles trabajos futuros.
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2. EL MODELO

Si se representan por x= x(t) e y= y(t) al nimero de compradores potenciales y al
namero de clientes actuales de una marca determinada en el instante t, respectivamente,
el incremento del numero actual de clientes, Ay(t) = y(t+1)— y(t), viene dado por

aquellas personas que son atraidas al producto, debido al efecto que produce el contacto
de las personas que componen el mercado actual con aquellas que constituyen el
mercado potencial, es decir, a(t) x(t) y(t), donde a(t) es la llamada tasa de contacto
global. Feitchinger (1992) supone que esta tasa de contacto global es proporcional al
namero de clientes actuales del periodo de tiempo correspondiente, es decir, a(t)=a y(t).
Ademas, a ese poder de atraccion habra que sustraerle el numero de clientes actuales
que dejan el mercado de la organizacién para pasar al mercado potencial, b y(t), y los
que dejan de ser clientes actuales por muerte o emigracion, e y(t); ambos se consideran
proporcionales al nimero de clientes actuales, donde b es la proporcion en la que los
clientes actuales cambian a un marca rival, pasando por tanto a engrosar el nimero de
clientes potenciales y e es la tasa por desaparicion de los clientes en general.
Consideremos, también el esfuerzo de publicidad, ¢, que realiza la organizacion, es
decir, la publicidad tratara de atraer hacia el mercado actual elementos que pertenecen al
mercado potencial, donde hemos de hacer notar que una mala actuacién en publicidad
puede hacer que este valor tenga efectos negativos, con lo que no podemos despreciar el
hecho de que sea negativo. De forma analoga el incremento del nimero de clientes
potenciales x(t) tiene la misma estructura pero teniendo en cuenta que los signos (+y -)
cambian su sentido. Se ha de tener en cuenta también que en este caso hemos de afadir
una tasa de entrada, que viene dada por el nUmero de personas que se incorporan al
mercado potencial del producto y que denotamos por k, debido a un incremento? en su
poder adquisitivo. Nuestro sistema dindmico lo podemos expresar por tanto como sigue:

X, =X +k—axy?+by, —cx
{Hl t Y Vi " teR,a b ke c>0 (1)

Yoi = Yi +aX Y — by, —ey, +cx,

En Velasco et al. (2007) se explican con mas detalle las ecuaciones de este
sistema dinamico, asi como la posibilidad de que en algunos casos los valores de los
parametros ¢, k y b sean negativos y se exponen, ademas, tanto las condiciones de
estabilidad del modelo como las condiciones para la obtencién de las bifurcaciones de
codimension 1. A lo largo del articulo quedara constancia de los signos de los
parametros.

3. BIFURCACIONES DE CODIMENSION 2 DE LOS PUNTOS FIJOS DE UN
SISTEMA DINAMICO DISCRETO

Sea un sistema dindmico discreto bi-parameétrico (Wiggins (1990), Guckenheimer
(1993), Kuznetsov (1998)):
X— f(X,a) @)

donde xeR", e R?y f es suficientemente suave. Supongamos que para el valor del

parametro o =«°, el sistema (1) tiene un punto fijo o de equilibrio en x =x°, para el
que se satisface alguna condicion de bifurcacion Fold, Flip o Neimark-Sacker. Entonces

2 Si suponemos una marca de alto poder adquisitivo, hablaremos de incremento. Ahora bien, si hemos
bajado en nuestro poder adquisitivo, hablamos de decremento.
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la ecuacion de punto fijo, f(x,a)—x=6, donde & representa el vector nulo, y la
correspondiente condicion de bifurcacion w(x,a)=0, que se le impone a los
multiplicadores de la matriz Jacobiana J = f, evaluada en (x,), define una curva I’

n+2

en el espacioR| ", Cada punto (x°,a°) T corresponde a un punto de bifurcacion x°
del sistema (2) que satisface la condicion de bifurcacion relevante para el valor del

parametro «°. La curva de bifurcacién B sobre el plano paramétrico es la proyeccion
estandar 7 :(X,a) — a, que proyecta T" sobre la curva de bifurcacion B =z(I") en el

plano paramétrico.

Si el sistema (2) tiene en = (af,ag) un equilibrio x=x°, con un
multiplicador £ =1, entonces el sistema de ecuaciones

f(X,a)—x=60,xeR "
{det( f,(x,a)—1)=0

define genéricamente® una variedad unidimensional suave I' R ™? que pasa por el
punto (x“,af,aé’). Cada punto (x,«) eI define un punto fijo x del sistema (2) con un
multiplicador x =1 para el valor del parametro « . La proyeccion estandar traslada T’
sobre la curva B =z(I") en el plano paramétrico y es sobre esta curva donde se cumple

la bifurcacion Fold.
Anélogamente, la bifurcacion Flip viene definida genéricamente por el sistema:

f(x,a)—-x=6,xeR "
det(f (x,a)+1)=0
con un multiplicador x=-1.

Para el caso de la bifurcacion de Neimark-Sacker, hemos de suponer un sistema
dinamico planon = 2, tal como:

x— f(x,a), x=(x,%)eR?, a=(a,a,) eR?
donde suponemos que en o’ =(af,a§) hay un punto fijo x° :(xfxg) con un par de

i 6

multiplicadores no reales sobre el circulo unidad: ,,=¢"'*, 0<8, <z . Se considera

entonces el sistema de tres ecuaciones escalares en R * con coordenadas (x,,X,,o;,,)
siguiente:
{f(x,ox)—x:é?,xqa2 )
det(f, (x,a))-1=0
La bifurcacion de Neimark-Sacker viene definida genéricamente por el sistema (3) en el

punto de equilibrio x° en el valor paramétrico «°.
Si en la segunda ecuacion de (3) tenemos dos puntos multiplicadores reales

1 A .
=1, 4, =—,con z>1, entonces al punto de equilibrio se le denomina silla neutral.
T

En general, si variamos los parametros (a;,c,) simultaneamente, entonces se

pueden obtener bifurcaciones de codimension 2 sobre la curva I" o sobre B, ya que
podemos tener los siguientes casos: i) pueden aproximarse otros multiplicadores al
circulo unidad haciendo variar la dimension de la variedad centro, ii) pueden dejar de
cumplirse las condiciones de no-degeneracion para la bifurcacion de codimension 1.

* El término genérico indica que el rango de la matriz jacobiana es maximo, es decir, n+1.
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Si se considera la curva de bifurcacion Fold B, , entonces un punto cualquiera
sobre esta curva corresponde a un punto fijo con un multiplicador simple =1y ningln
otro multiplicador sobre el circulo unidad. La restriccion del sistema dinamico (2) sobre
la variedad centro es unidimensional y tiene la forma& — &+a &% +O(£%) . Ademas, en
un punto de bifurcacion Fold no degenerado se tiene que a = 0. De forma similar, si se
considera la curva de bifurcacion Flip B, el multiplicador es x=-1 vy la restriccion
del sistema dindmico (2) sobre la variedad centro en un punto Flip no degenerado tiene
la forma & ——&+b £ +0(£%), donde b=0. Ahora bien, si seguimos una curva de
bifurcacion Neimark-Sacker B, , entonces un punto cualquiera sobre dicha curva es un
punto fijo con un par simple de multiplicadores no reales sobre el circulo unidad
t,=e""", siendo éstos los tnicos multiplicadores sobre el circulo unidad. En este
caso la variedad centro bidimensional y el sistema (2) sobre dicha variedad centro viene
dada en notacién compleja como z — ze' % (1+ d1|z|2)+0(|z|4), donde dieR. En este
caso, las condiciones de no-degeneracion son de dos tipos: i) ausencias de resonancias
fuertes, es decir e'* =1 q=1,2,3,4, ii) no-degeneracion clbica, es decir
c=Re(d,)=0.

En general, los puntos de degeneracion que se pueden obtener en los sistemas

genéricos en tiempo discreto con dos pardmetros, al moverse en las curvas de
codimension 1, son once (Kuznetsov, 1998)*:

1) 1, =1, a=0 (bifurcacion cuspide), con forma normal — 1+ B, + B,n+sn’ +0(n*)
ys =sign(f,,(0,0))=+1, con condiciones de no-degeneracion:

i) f,,(0,00=0;

i) (f, T, —f, f.)(0,0)=0.
2) 1, =-1, b =0 (bifurcacion Flip generalizada), con forma normal
n——+B)n+Bn*+sn°+0(°), s=sign(D,(0))=+1, con condiciones de no
degeneracion:

. 1 1 4

ND,O)=|—=f,+=ff,—|f [ [(0,00=0;

)00~ 55 f 5 Ll -[1] | 00)

ii) La aplicacion o — (u(a)+1,B(a)) es regular en o =0, donde x(0)=1y

1 ) 1
==[f,(0,0)] += f
4[ xx( )] +6

+i 6,

B(0) (0,0)20.

XXX

3) m,=¢"", c=0 (bifurcacion de Chenciner);

{p = p(1+ B+ 0" + L(B)P* )+ PR(p, B),
(Forma normal)

¢ = 9 +0(B)+p*Q(p, B)
Condiciones de no-degeneracion:

iye''% %1 9=12,..,6;

* Al realizar los diversos cambios de sistema de referencia para cada bifurcacion, surgen unos parametros
S, que son funciones de los pardmetros del modelo y que caracterizan la bifurcacién en particular. En el
caso que nos ocupa los casos 9), 10) y 11) no son validos ya que nuestro modelo es bidimensional.
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i) la aplicacion [al j - (r(a) 1 j es regular en [al j = (Oj ;
a, Re(d,(2)) a,) \0

iii) L,(0)=Re(d,(0))#0.
4) u, =, =1 (Resonancia 1:1);
5) 1, = 1, =-1 (Resonancia 1:2);

+i 6

6) w,=€"", 6, =2§ (Resonancia 1:3);

+i 0,

1) p,=€"'", 6, =% (Resonancia 1:4);

8) =1 u,=-1;
9w =1, luz,a:eiigo'

10) 4 = -1, ;Uz,3:eii60;
11) =et'™, Hs g =e*' "

Las bifurcaciones obtenidas estdn caracterizadas por dos condiciones
independientes (bifurcacion de codimension 2) y no hay otras bifurcaciones de
codimension 2 en los sistemas dinamicos discretos genéricos (Kuznetsov, 1998).

4. ESTUDIO DE BIFURCACIONES LOCALES DE CODIMENSION 2 EN EL
MERCADO CERVECERO ESPANOL

Al ir recorriendo alguna de las curvas de bifurcacion de codimension 1, obtenida al
proyectar sobre el plano paramétrico, el sistema formado por la ecuacion del punto de
equilibrio y las condiciones de bifurcacion impuestas sobre los multiplicadores de la
matriz Jacobiana, se pueden obtener valores de los parametros del sistema que den
lugar, en un entorno de los mismos, a nuevos comportamientos del modelo en estudio,
bien porque exista un nimero mayor de multiplicadores que se aproximen al circulo
unidad, o bien porque se dejen de cumplir algunas de las condiciones de no
degeneracion, que nos indica que ocurre una bifurcacién de codimension 2.

Basandonos en ello, nos planteamos completar el analisis realizado en Velasco
et al. (2007) del comportamiento de los mercados actuales y potenciales del mercado
cervecero espafiol, tomando como referencia la marca San Miguel, estudiando la
aparicion de bifurcaciones de codimension 2 en este sistema. El interés de esta busqueda
radica en que la aparicion de estas bifurcaciones lleva asociada un comportamiento para
ambos mercados mucho mas complejo que el descrito por las bifurcaciones de
codimension 1 (ver Anexo).

De Velasco et al. (2007) se sigue que los multiplicadores de la matriz jacobiana
del sistema (1) particularizada en el punto de equilibrio vienen dados por:

_-A+\(A+2)°-4B - ~A-(A+2)*~4B

:ul 2 ! 27 2

2 2 2
ak2 _ 2a(2b+e)5 -2, B= ce+£, y las regiones de estabilidad
e ce” +ak e

e inestabilidad puede observarse en la Figura 1. Ademaés, se obtuvo que
x*=12,766677, y*=8,327809 es un punto de equilibrio®; asimismo este punto fijo es

un foco estable, ya que verifica la desigualdad 4B > (A+2)* B<A+2, pues los

donde A=b+c+e+

> Los valores de poblacién vienen expresados en tantos de millon.
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valores correspondientes de A y B, dentro del mercado cervecero espafiol, que vienen
dados en Velasco et al. (2007) son: A=-1.991, B=0.0001. Los valores de los
parametros vienen dados en la tabla que exponemos a continuacion:

a b C k e
0.0034 0.0001 0.0001 0.0790 0.3616

Varias son las ideas que nos hacen pensar que el mercado cervecero espafiol
puede tender a alcanzar alguno de esos tipos de bifurcaciones de codimension 2:

1. Si observamos el plano paramétrico (Figura 1), vemos que la situacion del
punto (A,B) con los valores obtenidos estd muy proxima al punto de corte de la
recta A=-2 con la parabola (A+2)*—4B =0, que es la condicion necesaria para
la existencia de una resonancia fuerte 1:1; es decir, los dos multiplicadores
tienen el valor unitario.

2. Los multiplicadores de la matriz jacobiana en el punto critico tienen su parte
real muy préxima al valor uno y su parte imaginaria muy cercana al valor cero.
Sabemos que una de las condiciones para la existencia de una resonancia fuerte
1:1 es que la matriz jacobiana en el punto critico tenga un multiplicador real
igual a uno con multiplicidad dos.

' B
10} I
I, nodos estables v
II, nodos inestables
IIL, puntos de silla T
IV, focos estables —— =
V, focos inestables sL S
\ 7)) ———————————
5 10
av~
'/
7 7
) M ._____T______T___T;'
________________ 2 w4 A
N
.f5 o
-10 }

Figura 1. Representacion grafica de las regiones de estabilidad e inestabilidad del sistema dinamico (1).

3. El coeficiente a(0) de la forma normal asociada que encontramos en los puntos
criticos de algunas de las bifurcaciones de Neimark-Sacker halladas, tiene un
valor muy préximo a cero®; por lo cual, pequefias variaciones en los valores de
los parametros pueden tener como resultado la anulacion de dicho coeficiente.
Sabemos que una de las condiciones de no-degeneracién para este tipo de
bifurcacién es que dicho coeficiente no sea nulo.

¢ Ver Velasco et al. (2007), concretamente las paginas 436, 438, 440, 442 y 444,
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4.1. Influencia conjunta del esfuerzo de publicidad (c) y el paso a una marca rival (b)

Comenzamos nuestro analisis partiendo del punto de bifurcacion de Neimark-Sacker
gue encontramos en el mercado cervecero espafiol para el valor critico del esfuerzo de
publicidad’” ¢=0.019101486 y realizamos la continuacién de dicho punto, utilizando
para ello el software CONTENT, donde realizamos la simulacién numérica activando
dos parametros conjuntamente (el esfuerzo de publicidad y cada uno de los restantes) y
obtenemos en el punto critico: los valores de los multiplicadores, los valores de los
parametros y los valores de ambos mercados. De esta forma conseguimos que, al
proyectar sobre el plano paramétrico, obtengamos la gréfica de continuacion para los
puntos de Neimark-Sacker®,

Al variar conjuntamente ambos parametros, encontramos dos puntos de
bifurcacion cuyos datos recogemos en la tabla siguiente:

Tipo bif. Valor ¢ Valor b Cl. Pot. Cl. Act.
DN (Chenciner) |-0.015689665 |-0.021536786 |52078520 83278461
R1 -0.060613800 |-0.078177474 1.237359*10° |[88278461

y cuya grafica de continuacion puede apreciarse en la Figura 2. A continuacion, vamos a
realizar el analisis de los datos obtenidos, tanto para estas bifurcaciones como para las
que obtenemos posteriormente, bajo dos enfoques: el tedrico-analitico y el econdémico-
practico.

= 2D graphic O] x|
Compute  “Window  Attibutes  Mouse  Help
Ahscissa|‘|]-5 | ||]-2 |0rdinate |‘|]-2 | ||]-2 |

0.2 -
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u.ia
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'].05 T e T LR CE TRy 0
LT D T T T T
0.15 e
0.2 i i i i i i i i i
-0.5 -0.43 -0.36 -0.29 -0.22 -0.15 -0.08 -0.01 0.06 0.13 0.2

Figura 2. Bifurcaciones de codimensién 2 con el esfuerzo de publicidad y el paso a una marca rival.

* Respecto a la bifurcacion de Chenciner (DN) encontrada, debemos realizar las
siguientes consideraciones:

- Esta bifurcacion se presenta para los valores de los parametros ¢ = -0.015689665 y
b =-0.02153676786 que, hasta este momento, no habiamos tenido en consideracion, ya

" Ver pagina 437 en Velasco et al. (2007) para los detalles de la obtencion del punto de bifurcacion N-S.

8 Al ir construyendo la continuacion de la curva de Neimark-Sacker, la simulacién gréfica se para en cada
punto de bifurcacién de codimension 2 que encuentra, dandole unas iniciales que corresponden al tipo de
bifurcacién. Asi, tenemos que:

- DN representa una bifurcacion Neimark-Sacker degenerada o una bifurcacion de Chenciner.

- R1, R2, R3 y R4 representan, respectivamente, las bifurcaciones: Resonancia 1:1, Resonancia 1:2,
Resonancia 1:3 y Resonancia 1:4.
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que, aungue en valor absoluto son menores que uno, toman valores negativos. Ahora
bien, podemos aplicar el modelo a valores de los pardmetros no convencionales, si
observamos el efecto que ello representa en el sistema de ecuaciones que define la
relacion dinamica entre el mercado potencial y el actual. Asi, si sustituimos este valor
del esfuerzo de publicidad en las ecuaciones mencionadas, vemos que dicho esfuerzo
contribuye a detraer personas del mercado actual del producto para aumentar el mercado
potencial de dicho producto. Este hecho suele ocurrir cuando el esfuerzo de publicidad
estd mal orientado y no es bien acogido por los clientes del producto en estudio. En
cambio, al sustituir el paso a una marca rival, el efecto es el contrario, ya que ahora se
restarian personas del mercado potencial que pasarian a formar parte del mercado
actual.

- Este comportamiento se refleja claramente sobre los valores de los clientes actuales y
potenciales encontrados, ya que, como los valores de estos parametros no influyen sobre
el equilibrio alcanzado por el mercado actual, éste permanece inalterable; en cambio, el
mercado potencial pierde un gran ndmero de individuos, lo que lleva implicito que la
poblacion consumidora sufra un importante retroceso.

- Por otro lado, sabemos que el comportamiento del sistema después de la aparicion de
este tipo de bifurcacion de codimension 2 puede llegar a ser muy complicado, pudiendo
tender el mercado a ciclos estables o inestables que aparecen y desaparecen y que
pueden tener una alta periodicidad®.

- Desde el punto de vista analitico debemos indicar que este tipo de bifurcacién no se
puede detectar si se consideran, tan solo, los multiplicadores de la matriz jacobiana en el
punto critico, ya que ambos son complejos conjugados de modulo unitario. El problema
afiadido es que se infringe una de las condiciones de no-degeneracion, porque en este
caso se anula el coeficiente a(0) de la forma normal asociada.

* Respecto a la bifurcacién resonancia 1:1 (R1)™;

- Los valores criticos de los parametros: ¢ =-0.0606138, b =-0.078177474 vuelven a
ser negativos, pero se conservan en moédulo menor que uno.

- Esta bifurcacion solo presenta un interés teérico, pues se observa un hundimiento del
mercado potencial que queda fuera de una estructura razonable de un sistema comercial.
- Bajo el enfoque analitico podemos afiadir que, como era de esperar, los
multiplicadores de la matriz jacobiana son ambos reales e iguales a uno: g =1; u, =1.

Ademas, el sistema restringido a la variedad centro bidimensional en el valor critico de
los parametros, se puede transformar en el sistema dindmico en tiempo continuo:

51 = 51 + 52
& =&, +0.03877915¢, +O(|E]")

donde &=(&,&,)eR>

La influencia entre el esfuerzo de publicidad y cada uno de los parametros
restantes no ha producido ningun tipo de bifurcacién de codimension 2.

En la siguiente subseccion pasamos a estudiar la influencia entre la tasa de
entrada y el resto de los pardmetros. Las posibilidades en este caso se describen a
continuacion.

% Ver Anexo, donde se comenta la aparicion y desaparicion de ciclos en la bifurcacion DN.
19\/er Anexo, donde se comenta el comportamiento de esta bifurcacion.
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4.2. Influencia conjunta de la tasa de entrada (k) y la tasa de salida (e)

Ambas tasas tienen influencia no solo en el equilibrio del mercado potencial sino
también en el equilibrio del mercado actual. En este caso, los puntos criticos de
bifurcaciones de codimension 2 se detallan en la siguiente tabla™:

Tipo bif. Valor k Valor e Cl. Pot. Cl. Act

R4 0.931981 0.715682 14303370 49620045
R3 1.190810 0.777457 13118120 58362867
R2 1.409835 0.816451 12117189 65797323

y que pueden observarse en la Figura 3. Analizamos ahora cada una de las bifurcaciones
encontradas:

* Resonancia fuerte 1:4 (R4) respecto a la cual debemos realizar las siguientes
indicaciones:

- Esta bifurcacion de codimension 2 aparece en los valores criticos de la tasa de entrada
y de salida k=0.931981, e=0.715682 que, aunque permanecen dentro del intervalo de
definicion de los parametros de ajuste, implican un aumento muy significativo de
ambas, ya que se traduce en un incremento de nueve décimas en la tasa de entrada y de
siete décimas en la tasa de salida del mercado.

- Ahora bien, esta bifurcacion solo tiene un interés tedrico debido a que, al ser la tasa de
entrada en el mercado mayor que la tasa de salida del mismo (la razén entre ambas es
1.3), se produce un incremento excesivo de la poblacién consumidora que solo tiene
sentido si se produce un aumento no esperado de la poblacion adulta.

= 2D graphic —Ol=
Compute  “Window  Aftributes  Mouze  Help

15 - - -
e :

0.359242 0.718484 1.07773 1.43697 1.79621

Figura 3. Bifurcaciones de codimension 2 con la tasa de entrada y de salida del mercado.

- EI comportamiento del sistema en un entorno de una bifurcacion de este tipo es muy
complejo, pudiendo aparecer, a su vez, distintos tipos de bifurcaciones al variar los
parametros. La descripcion exacta del comportamiento del sistema para este caso
requeriria la computacion numérica de algunas curvas de bifurcacion que lleva
aparejada este tipo de resonancia (ver Anexo).

- Analiticamente podemos afiadir que los multiplicadores de la matriz jacobiana en el

punto critico son: z, =€' *?; u, =e™ >, con lo cual queda reflejado que se infringe la

1 Los valores de los clientes actuales y potenciales se obtienen utilizando los valores de equilibrio
obtenidos en la ecuacidn (15) y el valor de la poblacion (17) en Velasco et al. (2007).
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condicion de no-degeneracion e =1, q=1,2,3,4,yaque 8 =7/2.

* Resonancia 1:3 (R3)

- Esta bifurcacion se produce para k=1.1908108, e=0.77745704, donde la tasa de
entrada presenta, de nuevo, un valor no convencional al ser casi dos décimas mayor que
uno. Dos son las razones que nos impulsan a tenerla en consideracion: la primera es
precisamente su proximidad al intervalo exigido para el ajuste de los pardmetros; la
segunda es que su valor se puede traducir en que se ha producido un incremento no
controlado de la poblacion adulta.

- Al igual que ocurre con el caso anterior, esta bifurcacion solo presenta un interés
analitico, ya que el aumento de poblacion se traduce en un aumento exagerado de la
poblacion consumidora al volver a ser la tasa de entrada en el mercado superior a la tasa
de salida del mismo.

- Sabemos que para este tipo de bifurcacion se tiene una bifurcacion de Neimark-Sacker
que implica que una curva cerrada e invariante rodea al equilibrio; es decir, en principio
se tendria un comportamiento ciclico. Ahora bien, para los valores de los parametros
cercanos a los del punto critico, la aplicacién asociada a la forma normal presenta un
ciclo de periodo tres que corresponde a tres nuevos puntos fijos silla. Si se consideraran
los términos de orden superior se puede hablar, incluso, de que se producen estructuras
homoclinicas que desembocan en comportamientos muy complejos (ver Anexo).

- Por dltimo, podemos indicar que los multiplicadores de la matriz jacobiana en el punto
fijo son g, =e"*?; u,=e'*?, con lo cual queda reflejado que se infringe la

condicion de no-degeneracion e #1; q=1,2,3,4, yaque 6 = 2x/3.

* Resonancia 1:2 (R2)

- Los valores criticos de los parametros son k=1.4098356, e=0.81645175, lo que nos
indica que la tasa de salida ha sufrido un aumento muy considerable pero se mantiene
dentro del intervalo de definicion del ajuste al mercado cervecero espafiol. No ocurre lo
mismo con la tasa de entrada en el mercado, la cual vuelve a aumentar y ademas se
mantiene superior a la tasa de salida del mismo (aumenta incluso la razén entre ambas)
llevandonos, de nuevo, a un incremento incontrolado de la poblacion consumidora.

- Analiticamente podemos afiadir que el comportamiento que puede presentar el sistema
en un entorno del punto critico nos lleva a la aparicion de periodo doble, algo que
podiamos esperar, pues aparece el multiplicador -1 con multiplicidad dos. Al considerar
los términos de orden superior, pueden aparecer comportamientos de dificil descripcion,
ya que su estructura implica la existencia de ciclos de gran periodo que aparecen y
desaparecen (ver Anexo).

Debemos hacer notar que hemos realizado las simulaciones numéricas para
obtener las curvas de puntos de Neimark-Sacker viendo qué influencia tienen sobre el
sistema la variacion simultanea de dos parametros de ajuste. Hemos encontrado
diversos tipos de bifurcaciones de codimension 2 cuyo estudio no hemos reflejado, ya
que se producen para valores de los pardmetros lejos de los valores exigidos para el
ajuste del modelo al sistema cervecero espafiol. Aunque, indudablemente, presentan un
interés tedrico, no aportan nada nuevo, al no encontrar ninguna bifurcacion cuspide.

Reflejamos en la Figura 4 una proyeccion de todas las bifurcaciones encontradas
partiendo del punto critico c= 0.019101486 sobre los ejes formados por el parametro
cy lavariable x. Se pueden ver otras proyecciones sin mas que variar los ejes.
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Figura 4. Proyeccion de las bifurcaciones de codimension 2 sobre la variable X y el parametro C.

4.3. Curva de bifurcacion de duplicacién del periodo

A fin de completar el analisis del mercado cervecero espafiol, hemos buscado las nuevas
bifurcaciones de codimensién 2 que pueden aparecer cuando recorremos la curva de
bifurcacion para las bifurcaciones de duplicacion del periodo que hemos encontrado.
Aunque sabemos que inicialmente no tienen relevancia econOmica, nos parece
interesante no solo reflejar todas las situaciones posibles con las que deben enfrentarse
los mercados en estudio sino también analizar, desde un aspecto mas teorico, los
comportamientos mas singulares a los que pueden tender los mercados antes
mencionados.

Para lograr este objetivo, partiendo del valor critico del esfuerzo de publicidad™
€=1.8417928, hemos realizado las simulaciones numéricas y las simulaciones gréaficas
variando, nuevamente, los parametros de dos en dos y estudiando como repercutian
sobre los mercados estas variaciones. Las diversas simulaciones gréficas™ aparecen en
la Figura 5 y la Figura 6. Esta Ultima es una ampliacion de la figura anterior donde
pueden apreciarse las bifurcaciones encontradas con mayor claridad para los valores
(c,x)e[1.341, 2.009]x[-1.02 , 1.97].
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Figura 5. Bifurcaciones de codimension 2 con ejes la variable X y el parametro C.

12'\elasco et al. (2007), pagina 436.

¥ Hemos representado la variable x, que representa a los clientes potenciales del mercado cervecero,
frente a las variaciones del parametro c, que representa el esfuerzo de publicidad adicional que se realiza
sobre el mercado.
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Figura 6. Ampliacion de las bifurcaciones de codimension 2, (¢, x) €[1.341, 2.009]x[-1.02 , 1.97].

5. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

Una de las conclusiones mas sobresalientes de este trabajo es que se han encontrado
bifurcaciones Flip degeneradas (denotadas por DP), las cuales estan asociadas a la
aparicion de un multiplicador real igual a -1, pero que vulneran la condicién de no
degeneracion, al anularse el coeficiente del término cubico de la forma normal a una
bifurcacién Flip no degenerada. EI comportamiento del sistema en un entorno del punto
critico para este tipo de bifurcacion depende de la region del plano paramétrico en la
que estemos situados, pudiendo incluso coexistir dos ciclos de periodo dos. Se puede
apreciar graficamente que, salvo en una de las bifurcaciones de este tipo que hemos
encontrado, se produce el hundimiento del mercado potencial. Hay dos razones que nos
impulsan a no considerar ni siquiera esta posibilidad: la primera es que esta bifurcacion
proviene de una situacion que no esta incluida en la I6gica de un sistema de mercados; y
la segunda se debe a que, de nuevo, los valores de los pardmetros implicados (la tasa de
contacto y el esfuerzo de publicidad) no pertenecen al intervalo exigido para el ajuste al
mercado cervecero espariol.

A parte del estudio analitico realizado al modelo se ha de destacar la bifurcacion
de Chenciner (DP) para los valores ¢c=-0.015689665; b=-0.02153676786, en que el
mercado puede tender a ciclos estables o inestables que aparecen y desaparecen, con las
repercusiones afiadidas acerca de la variabilidad del nimero de individuos en los
mercados. Como se comenta en la cuarta seccion, esto puede muy bien ser debido a una
mala orientacion en el esfuerzo de publicidad, haciendo que ella sea contraproducente
para los objetivos de aumentar el nimero de clientes de la marca. Ha habido ocasiones
en el que por motivos de sensibilizacion de la poblacién, lo que en unos afios podria ser
una buena publicidad, acaba siendo una aberracion unos afios después. No hay mas que
ver la evolucion que ha habido en la publicidad, no solo en lo relativo a productos de
alcohol, sino en todos los ambitos. No hay méas que recordar la publicidad reciente
acerca del alcohol y de los accidentes de trafico. Es por ello por lo que hay que tener
muy en cuenta la sensibilidad de la poblacién, con la forma de introducir en nuestro
caso el alcohol, aunque sea de baja graduacién, es que no solo se ha de tomar con
moderacion sino, lo que es mucho mas importante, con responsabilidad.

Dentro del modelo aparecen, ademas, singularidades de codimension 2 no
estudiadas con anterioridad, que son la suma de una bifurcacion Fold y otra Flip
(denotadas por FF). Estas singularidades estdn asociadas a la aparicion de dos
multiplicadores reales, uno igual a 1 y otro igual a -1.

90



Indicar, por Gltimo, que aparecen también resonancias fuertes que no aportan
nada nuevo al estudio ya realizado.

Como posibles trabajos futuros, estamos trabajando en un nuevo modelo que
describa algunos de los comportamientos de los consumidores, tal como el descontento
existente con dicha marca y la repercusion en los clientes actuales y potenciales.
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ANEXO

Bifurcacion de Chenciner o de Neimark-Sacker degenerada(DN)

Dado el sistema discreto x — f (x, ), xeR? aeR? donde la funcién f es suave, con
un punto fijo en x=0, en el que se tiene una bifurcacion de Neimark-Sacker
(,ulyz =g ‘90). Este sistema se puede pasar a coordenadas polares y se obtiene un

sistema que depende de unos nuevos parametros que son funciones de los parametros
del modelo inicial. Al realizar el diagrama de bifurcacion correspondiente, aparecen tres
regiones paramétricas delimitadas por una recta de bifurcacion de Neimark- Sacker y
una curva de bifurcacion. En la primera region el map presenta un dnico punto fijo que
es estable. En la segunda se tiene un punto fijo inestable que tiende hacia un circulo
invariante estable. En la tercera, el punto fijo es estable y tiene dos circulos invariantes,
uno inestable mas cercano al punto fijo y otro estable méas alejado. Asi, al pasar en una
determinada direccidn la recta de bifurcacion, el punto fijo pasa de estable a inestable y
los dos circulos invariantes colisionan desapareciendo el inestable. Andlogamente, al
atravesar en una determinada direccion la curva de bifurcacién, el punto fijo permanece
estable, pero la colision de los dos circulos invariantes hace que surja un circulo
invariante silla. La situacion se complica cerca de la curva de bifurcacién, ya que en un
entorno de la misma pueden darse variedades invariantes estables e inestables de
intersecciones de puntos de silla que dan lugar a una estructura homoclinica.

Se puede ver Kuznetsov (1998) para un estudio méas extenso de las bifurcaciones
de codimensidn 2 para un map.

Resonancias fuertes

Al tratar con las resonancias fuertes se suele aproximar el sistema dindmico discreto en
el punto de equilibrio por un sistema dindmico continuo determinado. Esto permite
predecir bifurcaciones globales de curvas invariantes cerradas que ocurren en los
sistemas dinamicos discretos cerca de bifurcaciones homoclinicas o heteroclinicas del
sistema dinamico continuo aproximado. Aunque la estructura exacta de la bifurcacion
del sistema discreto es diferente que la del sistema dinamico aproximado, su uso
suministra informacién que es disponible solo para el analisis del sistema discreto.

Bifurcacion R 1:1
Sea el sistema dindmico discreto x — f(x, @), xeR? acR? con un punto fijo en
Xx=0, para =6 y con multiplicador unitario doble s, =1. Este sistema puede ser

representado por un sistema dinamico continuo cuyo comportamiento se describe por la
bifurcacion de Bogdanov-Takens. El diagrama de bifurcacion describe las bifurcaciones
del map aproximadamente, los equilibrios corresponden a puntos fijos, mientras que los
ciclos limite se interpretan como curvas cerradas invariantes. Sobreviven del diagrama
correspondiente al sistema continuo dos curvas de bifurcacion, una Fold y otra
Neimark-Sacker que se encuentran tangencialmente en un punto de codimension dos, y
para unos determinados valores de los parametros existe una curva invariante cerrada
que se bifurca desde el punto fijo estable. Existen otros tipos de comportamientos mas
complejos que dan lugar a tangencias homoclinicas en dos curvas de bifurcacion suaves.

Bifurcacién R 1:2
Sea el sistema dindmico discreto x — f(x, &), xeR? acR? con un punto fijo en
x=0, para =6 y con multiplicador unitario doble s, ,=-1. En el diagrama de

2
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bifurcacion del sistema dinamico continuo asociado aparecen puntos de equilibrio que
se bifurcan del trivial mediante una bifurcacion pitchfork. Asi mismo, aparecen
bifurcaciones Hopf que hacen que el equilibrio pase de estable a inestable apareciendo
ciclos limites. Se construye un map aproximante para el cual la bifurcacion pitchfork
conserva su sentido, mientras que las bifurcaciones Hopf se transforman en
bifurcaciones Neimark-Sacker con curvas invariantes cerradas que conservan la
estabilidad de los ciclos limites. Como el map aproxima la segunda iteracion del map
original, resulta que la bifurcacion pitchfork se transforma en una de doble periodo.
Como en los casos de las bifurcaciones de codimensién dos descritas previamente,
existen un conjunto de bifurcaciones mas complejas. Las colisiones entre las variedades
invariantes sillas y las curvas invariantes cerradas se sustituyen por infinitas series de
bifurcaciones en las que se envuelven estructuras homoclinicas.

Bifurcacion R 1:3

Sea el sistema dinamico discreto x — f(x,a), xeR? aeR?

, con un punto fijo en
x=0, para a =6 y con multiplicadores simples , , =€ % para@, = 2z/3. El sistema

dindmico continuo asociado presenta un punto de equilibrio trivial y tres puntos de
equilibrio no triviales. Aparecen una linea de bifurcacion de Hopf y una curva de
bifurcacion sobre la cual el sistema tiene un ciclo heteroclinico similar a un triangulo y
que conecta los tres puntos de equilibrio no triviales. EI map original siempre tiene un
punto fijo trivial que sufre una bifurcacion de Neimark-Sacker. Ademas, cerca del punto
de codimension dos presenta un ciclo silla de periodo tres que corresponde a los tres
puntos fijos (sillas) no triviales, que a su vez corresponden con los tres equilibrios
(sillas) ya mencionados. Asi mismo, se producen cerca de la resonancia R1:3
comportamientos méas complejos, ya que las variedades estables e inestables se
intersectan formando una estructura homoclinica.

Bifurcacion R 1:4

Sea el sistema dindmico discreto x — f(x, &), xeR? aeR? con un punto fijo en
X=6, para a =6 y con multiplicadores simples g, , ==+i. El sistema dindmico
continuo asociado presenta ocho regiones en las cuales hay comportamientos tan
diversos tales como lazos homoclinicos, ciclos heteroclinicos cuadrados, ciclos

heteroclininicos en forma de trébol, conexiones heteroclinicas nodo-silla u 6rbitas
heteroclinicas nodo-silla degeneradas.
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