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RESUMEN

Este trabajo versa sobre la utilidad de las ecuaciones diferenciales y las
ecuaciones en diferencias finitas para la resolucion de distintos problemas en
el ambito de la economia y la empresa.

En Economia es frecuente estudiar la evoluciéon de los valores de una
misma variable en distintos instantes temporales. Si la variable “tiempo” se
considera como algo continuo, la evolucién se estudia mediante ecuaciones
diferenciales. Sin embargo, si el “tiempo” es tratado de manera discreta, se
utilizan entonces ecuaciones en diferencias finitas.

Concretamente, nuestro objetivo no solo es exponer la evolucién que han
sufrido las nociones de ecuaciones diferenciales y ecuaciones en diferencias
finitas sino también dar una visién (no exhaustiva) de sus multiples aplica-
ciones a cuestiones relativas a fendmenos econémicos y financieros.
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Differential and Difference Equations Applied to
Economic and Financial Concepts

ABSTRACT

This paper deals with the use of differential equations and finite difference
methods for solving several problems in the field of Economics and Business
Administration.

Economics usually needs to study the evolution of the values which are
taken by a given variable in different moments. If the time variable works in a
continuous way, its evolution is studied by differential equations. Otherwise,
time is a discrete variable and finite difference methods must be used.

In addition, to expound the evolution of the notions of differential and
difference equations, the goal of this paper is to show a general view (but not
comprehensive) of their many applications for explaining economical and fi-
nancial phenomena.

Keywords: differential equations; finite-difference equations; Mathemati-
cal Economics and Finance.
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1. INTRODUCCION
La aplicacion de las matemaéticas a problemas econémicos, esencialmente, consta de tres fases:

1. Traducir la informacion econémica a lenguaje matematico para obtener de esta forma
un modelo econdmico (este modelo puede ser una ecuacion diferencial, una ecuacion en

diferencias, un sistema lineal o cualquier otra expresion matematica).

2. Tratamiento del modelo obtenido mediante métodos matematicos, lo que lleva a una

solucidn (o soluciones) en forma matematica del problema original.
3. Interpretar los resultados obtenidos en términos econdmicos.

Intentar dar una solucién a problemas econdémicos utilizando modelos matematicos es una tarea
dificil y bastante compleja ya que existen numerosos factores (tanto endégenos como exdgenos)
que rodean a los problemas econdmicos. Al ser la economia una disciplina social, en la mayoria
de los casos se trabaja con “seres vivos” que son muy sensibles a variables no explicativas
dentro de los modelos matematicos utilizados, por tanto, tales modelos requieren ser validados y
ajustados permanentemente ya que estan sometidos a un fuerte grado de incertidumbre (Box and
Jenkins, 1970).

[ Problema econémico del mundo real ]

Formulacion Interpretacion

[ Modelo matematico Resultados matematicos ]

Técnicas
matematicas

En Economia es de interés conocer cual sera el comportamiento futuro que tendran los distintos
objetos de estudio para poder asi tomar decisiones o conocer los montantes de gastos, beneficios
0 riesgo que se tendran a lo largo del tiempo que se esté considerando un producto concreto.
Este tipo de situaciones se reduce matematicamente a estudiar un sistema dinamico y la
evolucion del mismo a lo largo de su duracion. Precisamente, las soluciones de dichos sistemas
vienen dadas por las soluciones de las denominadas ecuaciones diferenciales, que relacionan la
expresion de una funcion (que da los valores de la variable estudiada en funcion de los factores
pertinentes, como pueden ser tiempo, mano de obra, capital, etc.) y de alguna de sus derivadas

(de primer orden o incluso de orden superior).

El uso de las ecuaciones diferenciales presupone que conocemos el comportamiento del sistema
dindmico para cada valor de los factores que influyen sobre él (las denominadas variables

independientes) y que, en la mayoria de los casos, incluye la variable tiempo. No obstante, no
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siempre podemos conocer los valores que debe tomar la funcién con la que se modeliza la
situacion en cada instante de tiempo, sino que solo sabemos lo que ocurre para determinados
valores de las variables independientes de nuestra funcién. Tal situacion la encontramos por
ejemplo, cuando en el &mbito de la Matemética Financiera se estudian empréstitos u
operaciones de constitucion de capital en los que no es necesario conocer qué ocurre en cada
instante de tiempo sino solo el resultado al final de cierto periodo de tiempo establecido. En
tales casos, el modelo matematico se puede simplificar y reducir la resoluciéon de la ecuacion
diferencial pertinente al calculo de una aproximacién mediante un tratamiento discreto de todas
las variables involucradas, tanto las dependientes como las independientes. Este tratamiento
discreto del problema conlleva la resolucion de lo que se denomina una ecuacion en diferencias

finitas (también Ilamado método de diferencias finitas).

Nuestro principal objetivo en el presente trabajo es mostrar como surgen las ecuaciones
diferenciales y ecuaciones en diferencias para el estudio de los problemas relativos a sistemas
dindmicos y, posteriormente, enfatizar las razones por las que la investigacion en Economia y
Finanzas debe encontrar interesante estos temas y su tratamiento para resolver problemas
relativos a estas cuestiones. En lo que nos ocupa hablaremos de diversos conceptos en los que
las ecuaciones en diferencias finitas y las ecuaciones diferenciales son utilizadas para trabajar y
resolver el problema partiendo del hecho de que la variable tiempo es la variable de la que
depende el problema. Con esto veremos la necesidad del uso de técnicas de andlisis dinamico
trabajando tanto en un marco de variables discretas como de variables continuas. Debe tenerse
en cuenta que el tratamiento de los problemas econdmicos desde una perspectiva dindmica
permite una modelizacién mas préxima a la realidad que otras basadas en modelos estaticos y/o

estaticos-comparativos.

2. ECUACIONES DIFERENCIALES: QUE SON Y SUS ORIGENES

El concepto de ecuacion diferencial se reduce a una ecuacion algebraica en la que la incognita
es una funcion de variable(s) real(es) y en la que intervienen: la funcién, la(s) variable(s)
independiente(s) y alguna(s) derivada(s) de la funcién incégnita. Ejemplos de ecuaciones

diferenciales son las siguientes:

y'= X-c0S(X) y'—2y =2x y'-y'=x?
Ay Ay _, Of (Y)Y g cos(x)
OX oy ox?

Los tres primeros ejemplos solo presentan una variable independiente ( X ) y la funcién
y = f(X). A las ecuaciones que solo dependen de una variable independiente se las denomina

ecuaciones diferenciales ordinarias (abreviadas como EDO). Si solo aparece la derivada

primera (como ocurre en los dos primeros casos), la ecuacion se denomina de primer orden. El
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orden de la ecuacion diferencial consiste en el orden de derivacién mas alto que aparece en la
misma. Asi, el tercer ejemplo es una ecuacion diferencial de segundo orden por aparecer la
derivada segunda.

Los ultimos dos ejemplos que aparecen, corresponden a una funcion que depende de mas de una
variable independiente. En tal caso, se denominan ecuaciones en derivadas parciales
(abreviadas como EDP). De estos dos ejemplos, el primero es una ecuacién en derivadas
parciales de primer orden, mientras que el otro lo es de segundo orden por aparecer una
derivada segunda.

También existen las denominadas ecuaciones diferenciales estocésticas, las cuales consisten en
ecuaciones diferenciales en las que algunos de sus términos es un proceso browniano. La

ecuacion diferencial estocastica sigue habitualmente la siguiente expresion:
dX, = u(X,, t)dt + o(X,,t)dB,,

donde t pertenece a un intervalo [0, T ], B es un proceso browniano, X es un proceso
estocastico con condicion inicial una variable aleatoria vectorial X, , independiente del
movimiento browniano B y que tiene como coeficientes de tendencia y de difusion a las
funciones reales u(X,t) y o(X,t), que vienen a significar el valor esperado y la desviacion
tipica del proceso X . Este tipo de ecuaciones diferenciales permiten modelizar fenémenos en

los que aparecen fluctuaciones basadas en el azar (i.e. probabilidad). En este sentido, el modelo

puede ser tan simple como que tanto ¢ como o sean constantes (la ecuacion del denominado
modelo de Black-Scholes del que hablaremos en la Seccién 5) 0 mas complejas sin mas que
permitir que en las funciones u y o también intervenga como factor valores previos del
proceso distintos del instante actual t. También existe la nocién de ecuacion estocéastica en
derivadas parciales, consistentes en imponer términos y coeficientes que tienen una componente
aleatoria, pero carecen de una expresion regular que las caracterice. Véase Oksendal (1985) y
Prévot y Rockner (2007) para méas informacion sobre ecuaciones diferenciales estocasticas y
ecuaciones estocasticas en derivadas parciales.

La nocidn de ecuacion diferencial, como concepto matematico, consiste en una generalizacion
del concepto de integral. Calcular la integral de una funcién f(Xx) respecto de la variable X
consiste en determinar cual es la funcion F(x) tal que F'(x)= f(x). Es decir, queremos
calcular la funcién incdégnita y = F(x) que satisface y'= f(X). Por tanto, las integrales son

ecuaciones diferenciales de primer orden en la que no aparece la funcion incdgnita sino solo su
derivada (tal y como pasaba en el primero de los ejemplos que mostramos al principio de esta

seccién).
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Sin embargo, cuando resolvemos una integral, no podemos encontrar una Unica funcion

primitiva F(X) que satisfaga F'(x) = f(X), sino que también seria solucién de la ecuacion el
resultado de sumarle a la funcion F(Xx) una funcién constante cualquier. Para fijar el valor de

dicha constante y obtener una tnica solucion de la integral, solemos fijar unos valores reales X,

e Y, e imponemos la condicion adicional F(X,) =Y, , que se denomina condicién inicial. En

el caso de las ecuaciones diferenciales, la solucion tampoco es Unica a priori y son familias de
soluciones lo que se obtiene. Por tanto, para fijar la unicidad de la solucién también debemos
afiadir unas condiciones adicionales sobre la funcion solucion. Las dos opciones méas habituales

son las siguientes: a) un problema de condicion inicial, que consiste en fijar el valor de la

funcion solucion F (X) y de todas sus derivadas en un valor X, del dominio de f(X) hasta un

grado menos que el orden de la ecuacion diferencial; y b) un problema de contorno, que consiste
en hacer lo mismo que antes pero en todos los puntos existentes en la frontera del dominio

anteriormente indicado.

Siendo estrictos, preguntarse cuando aparece por primera vez el concepto de ecuacion
diferencial en la historia corresponde a preguntarse cuando surge la nocion de integral. En ese
sentido, la respuesta es bien sencilla: practicamente desde los origenes de las matematicas la
nocion de integral (y por ende de ecuacion diferencial) ha estado presente; eso si, solamente
mediante procedimientos para el célculo de &reas y volimenes y no como una nocion y
procedimiento formal rigurosamente justificado y demostrado (habria que esperar a Newton y
Leibniz para esto ultimo). La primera referencia a la resolucién de volumenes aparece en el
papiro de Moscu (datado hacia el 1890 a.C.) con el célculo del volumen de tronco piramidal.
Historiadores como Kline (1972a) dudan de su aplicacién como método sistematico similar al

de integracién y afirman que pudiera ser un célculo obtenido por ensayo-error.

El primer método sistematico de integracion, aunque sin rigor y formalismo, fue el método
exhaustivo de Antifonte de Atenas (480-411 a.C.) usado al estudiar la cuadratura del circulo
mediante circunscripcion e inscripcion de poligonos a una circunferencia para obtener asi cotas
superiores e inferiores del nimero 7. Esta informacion nos ha llegado por Aristételes y sus
comentaristas tal y como puede verse en Gow (2010) o Heath (1921). Aunque Argquimedes
(2005) atribuy6 el método a Eudoxo de Cnidos (408-355 a.C.), el mérito de este ultimo se limitd
a formalizar y sistematizar el procedimiento de Antifonte, dandole tal nivel de rigurosidad que
Euclides (1994) lo insertaria como la Proposicién 1 del Libro X en sus Elementos (circa 300
a.C.), siendo uno de los métodos centrales en los calculos de areas incluidos en el Libro XII.
Posteriormente, Arquimedes (1993, 2005) también usaria este método para calcular areas de
figuras planas, introduciendo en el s.l11 el método heuristico al considerar “las figuras planas

como constituidas por el conjunto de todas las rectas en ellas trazadas paralelamente a una cierta
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direccion, y a las figuras solidas como «llenas» de sus secciones planas paralelas a una
determinada posicion” (Gibson, 1983); aunque esto lo haria sin demostracion formal y en el
ambito de la intuicion. Este planteamiento resulta ser el precedente (incluso se podria tildar de
primera aparicion) de lo que posteriormente Cavalieri y Leibniz denominarian indivisibles e

infinitésimos, respectivamente.

Paralelamente, Liu Hui (1999) explicé en el s. 11l d.C. una versién del método exhaustivo al
calcular el area del circulo. Esto aparecié en sus comentarios a la edicién que realiz6 de la obra
Jiuzhang Suanshu (a traducir como Los nueve capitulos del arte matematico) obra colectiva
china gestada entre los s. X y Il a.C. y concluida el s. | d.C. El hind( Bashkara Il escribi6 el
Siddhanta Shiromani en el 1150 mostrando unos amplios conocimientos sobre la nocién de
infinitesimal y de integracién para estimar el area y volumen esférico (siglos antes de que

Cavalieri introdujera los indivisibles).

En Europa no se volveria a tratar el método exhaustivo hasta el siglo XVII. Asi, Cavalieri
(1635) introdujo su teoria de los indivisibles para el célculo de integrales mediante una
aproximacién geométrica. De este modo, las areas y volimenes eran calculados mediante un
indefinido nimero de segmentos paralelos y de areas planas paralelas, respectivamente. La
teoria de los indivisibles fue combinada exitosamente con el calculo en diferencias finitas para
formalizar y dar rigor al calculo integral. Esto se logr6 paulatinamente gracias a los aportes de
multiples autores como Wallis (1656), Barrow (1916) o Gregory (1667). Finalmente, Newton
(1687, 1736) y Leibniz (1684, 1686) fueron los que formalizaron el célculo integral con la
formulacion del Teorema Fundamental del Calculo (demostrandolo ambos de manera
independiente). Ademas, el desarrollo que realizaron cada uno al respecto del célculo
infinitesimal permitid la evolucion al calculo moderno y, especialmente en el caso de Leibniz, el
sistema de notacion y terminologia del calculo diferencial e integral (que es el usado
actualmente). Precisamente, ese sistema result ser uno de los mejores ejemplos existentes en
las ciencias por su perfecta adaptacion a su objeto de estudio. Es maés, Leibniz también
sistematizd todo el calculo de infinitesimales introduciendo reglas claras para manipular
infinitesimales, lo que conllevo también la formalizacion en todos los sentidos del calculo

infinitesimal y diferencial.

Newton no solo tuvo un papel importante en las integrales, que resultan ser las ecuaciones
diferenciales mas sencillas; sino que también fue él quien introdujo las primeras ecuaciones
diferenciales distintas de las integrales al estudiar el movimiento de los planetas y otras
cuestiones fisicas. Por este motivo, la argumentacion y explicacion de Newton para dichos
conceptos se basaba en el movimiento y la dindmica de los cuerpos, viendo las variables como
algo cambiante que fluia con el tiempo (y que denominé fluente) y calcular asi sus razones de

cambio con respecto al tiempo (que denomind fluxiones). En funcion de estos dos términos
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fluente/fluxién, su interés principal era estudiar las relaciones entre fluentes y sus fluxiones: el
calculo de las fluxiones a partir de los fluentes correspondia al calculo diferencial, mientras que
la obtencion de los fluentes a partir de las fluxiones correspondia al célculo integral y la
resolucion de las ecuaciones diferenciales. En lugar de hablar en esos términos, él se referia a
las ecuaciones fluxionales que se corresponden con las ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden; las cuales clasifico en 1671, afio en el que finaliz6 su obra magna, Method of
fluxions and infinite series (Newton, 1736), sobre esta temética, pero que no veria la luz hasta

1736 cuando se publicé directamente en inglés y no en latin como estaba el manuscrito original.

Su siguiente gran obra Philosophiae naturalis principia mathematica (Newton, 1687), que fue
publicada antes de su Method of fluxtions, establecid las bases matematicas para el célculo de
razones de cambio (fluxiones) mediante una teoria geométrica usando cantidades finitas e
infinitesimales. El uso de cantidades geométricas se debié a su reticencia a usar el lenguaje
algebraico por el que abogaba Leibniz y al que acusaba de plagiarle su trabajo sobre fluxiones.
Esto también hizo que sus trabajos quedasen en un segundo plano para los cientificos
continentales hasta que sus resultados fueron reformulados en términos de la formulacion

leibniziana.

Con respecto a Leibniz, hay que empezar indicando que hoy dia se reconoce que llegd de
manera paralela e independiente a las mismas conclusiones de Newton sobre el célculo integral
y diferencial. Ambos, Newton y Leibniz, son reconocidos como los padres del calculo integral y
de las ecuaciones diferenciales, sobre las que Leibniz (1684, 1686) también trabajo activamente.
De hecho, fue Leibiniz quien les dio su nombre en 1676 (Gerhardt, 1849; Ince, 1956) y
descubrio entre 1691 y 1693 el método de separacion de variables, la reduccion de ecuaciones
homogéneas a separables y el procedimiento de resolucion de ecuaciones lineales de primer
orden (Ince, 1956).

A finales del s. XVII Leibniz alcanzé una estrecha colaboracion con varios matematicos que
vieron la importancia del sistema introducido por él para el calculo, pero que resultaban oscuras
para la gran mayoria. Concretamente, los hermanos Jacob y Johann Bernoulli se dedicaron a
pulir y hacer mas comprensibles los trabajos de Leibniz aportando mdltiples resultados y
propiedades e introduciendo la terminologia “integrar una ecuacion diferencial”. Ellos dos
fueron esenciales para la consolidacion del célculo integral y de las ecuaciones diferenciales en

las mateméticas (Kline, 1972b).

En 1690 Jacob Bernoulli demostré que la resolucion del célculo de la curva isdcrona era
equivalente a la resolucion de una ecuacidn diferencial no lineal de primer orden. Esta curva fue
previamente estudiada por Huygens en 1687 y por Leibniz en 1689. La resolucién de la

ecuacién diferencial se basé en el uso de la metodologia que hoy en dia se denomina separacion
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de variables, siendo uno de los primeros problemas asi atacado. También se usé por primera vez

en dicho trabajo la palabra “integral” para referirse al resultado de la integracion (Ince, 1956).

Desde 1694, Johann Bernoulli empezd a tener grandes avances en la integracién (resolucion) de
ecuaciones diferenciales cuando empez6 a emplear la metodologia de Leibniz pero siguiendo la
filosofia de Newton y entendiendo la integral como la operacién inversa de la derivacion (Kline,
1972b).

Los trabajos que se llevaron a cabo durante el s. XVII llevaron a pensar a los matematicos de la
época que la solucion de cualquier ecuacion diferencial proveniente de la geometria y la fisica
eran expresables mediante funciones elementales. Por ello, se esforzaron en desarrollar
multiples técnicas de resolucion (algunas de las cuales ya hemos comentado) usando recursos

sencillos y aplicadas un nimero finito de veces a dichas funciones elementales.

Durante el siglo XVIII (denominado por multiples autores como “el siglo del Analisis
Matematico”), se consolid6 el calculo (infinitesimal y diferencial) y sus maltiples aplicaciones a
las distintas ciencias naturales (siendo especialmente relevante el caso de la Mecénica). En lo
que nos ocupa, este siglo vio el nacimiento de nuevas ramas de las matematicas, incluida la
teoria de ecuaciones diferenciales. En este sentido, el primer libro con las ecuaciones
diferenciales como su Unico objeto de estudio y finalidad se remonta al afio 1707 cuando
Manfredi (1707) publicé su De constructione aequationum differentialium primi gradus, en el

gue seguia la notacién y formalismo de Leibniz y los Bernoulli.

Precisamente, seguir la visién y metodologia de los autores anteriores serd la tonica en
practicamente la totalidad de los trabajos presentados en el s. XVIII, siendo sus principales
referentes Euler, Daniel Bernoulli, Lagrange y Laplace. La mayoria de los trabajos de este siglo
sobre estos temas fueron o bien presentados en las Academias de Paris, Berlin y San
Petersburgo entre otras ya menos importantes, o bien mediante tratados expositivos que los

autores publicaban de forma independiente (Kline, 1972Db).

Euler, el mas prolifico de los matematicos del siglo XVI11I, toc6 todas las ramas existentes en las
matematicas de su época, incluidas las ecuaciones diferenciales. En este campo, Euler (1728)
introdujo dos nuevas técnicas: la primera consistente en el uso de una sustitucion que reducia
ciertas ecuaciones diferenciales en otra ecuacion que permitia el uso de la separacion de
variables; y la segunda, consistente en una version equivalente a lo que hoy se denomina el
método de los coeficientes indeterminados. Dentro de esa misma obra, pero bajo la apariencia
de un ejemplo, Euler también descubrié el método de resolucion de ecuaciones diferenciales
lineales mediante multiplicacion de un factor de integracion sobre el que se sustenta la actual
teoria de las ecuaciones diferenciales lineales. Posteriormente, Euler (1743) dio un método para
la resolucion de las ecuaciones diferenciales lineales de cualquier orden. Ademas, de los

resultados previamente indicados, Euler profundizé en la teoria de las ecuaciones diferenciales
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realizando su obra Institutionum calculi integralis (Euler, 1768-1770) en la que recogia todos
los descubrimientos que hizo sobre el tema, incluido el método numérico que lleva su nombre
para la aproximacion de soluciones de ecuaciones diferenciales de primer orden. Son varias las

ecuaciones diferenciales que llevan su nombre por ser él uno de los que primero las trato.

Euler trabajé conjuntamente con Lagrange mediante correspondencia entre 1754 y 1756 (Rouse
Ball, 1960) y dicha colaboracién acabé siendo el inicio del denominado célculo de variaciones
(Lagrange, 1804). Usando dicho célculo de variaciones, Lagrange (1804) ide6 el método de los
multiplicadores que lleva su nombre e inventd el método de variacién de pardmetros para la
resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales no homogéneas, método por el que

fue premiado en 1766 y 1782 por la Academia de Ciencias de Paris (Lagrange, 1766; 1785).

Entre las aportaciones realizadas por Laplace a las ecuaciones diferenciales parciales, ha
quedado para la historia la transformada de Laplace que posteriormente seria adaptada
ampliamente a mdltiples problemas en ingenieria durante el s. XX. Este operador permitia
convertir ecuaciones diferenciales con una condicion inicial en una ecuacion méas sencilla a
resolver con la simple manipulacién algebraica. Aunque este operador fue introducido en 1737
por Euler (1744), seria Laplace (1785) quien estableceria el marco con el que usar dicha

transformada.

Debe tenerse en cuenta ademas que el primer trabajo de Laplace (1771) versd precisamente
sobre las ecuaciones diferenciales y las ecuaciones en diferencias. En este sentido, Laplace
(1777) introdujo un método general que permitia la resolucion de ecuaciones en derivadas
parciales que devolvia la integral cuando esta podia ser calculada y que ademas permitia
identificar las ecuaciones que no eran resolubles. Con esta metodologia dio la solucion de estas

ecuaciones siendo de segundo orden.

Con el s. XIX finalizamos este recorrido histdrico, pues fue entonces cuando se llegé a la fase
de necesitar demostrar hechos que habian sido dados por validos hasta ese momento sin
justificacion teorica (Kline, 1972b). Seré ahora cuando las ecuaciones diferenciales seran objeto
de una teoria matematica que busca el rigor y la generalidad. Con ellos surge el interés en
demostrar la existencia y unicidad de las soluciones de dichas ecuaciones (que son el principal
interés en la actualidad). De esta época, resaltamos las figuras de Abel, Cauchy, Jacobi, Picard y
Poincare. Por su parte, Cauchy (1825; 1827) fundamentd y establecio la teoria de variable
compleja (Smithies, 1997) y la aplicé a las ecuaciones diferenciales. En este sentido, Cauchy
(1842a; 1842b) probd la existencia de solucion analitica para aquellas ecuaciones diferenciales
que tenian coeficientes y condiciones iniciales analiticas. Para ello, introdujo el método de
funciones mayorantes (que él denomind calcul des limites) y que aplicé eficientemente tanto a
las ecuaciones diferenciales ordinarias como a otras ecuaciones en derivadas parciales (las

denominadas quasi-lineales de primer orden). Ademas, demostré que cualquier EDP de orden
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mayor que 1 podia reducirse a un sistema de EDPs. La generalizacion de este resultado junto

con la unicidad da lugar al Teorema de Cauchy-Kovalewski.

Cuando Cauchy (1842c; 1842d) intentdé demostrar su teorema de existencia para sistemas de
ecuaciones diferenciales, introdujo la notacidn vectorial que actualmente se utiliza. Gracias a
esta generalizacion, Jacobi (1865; 1866) resolveria los sistemas de ecuaciones diferenciales
lineales de coeficientes constantes cuando la matriz del sistema es diagonalizable. Seria Jordan
(1870) quien introduciria la forma candnica que lleva su nombre para resolver aquellos sistemas
lineales cuya matriz no era diagonalizable. Posteriormente, Picard (1893) establecié un método
de aproximaciones sucesivas para establecer con precision el teorema de existencia y unicidad
de las ecuaciones diferenciales de orden n. Finalmente, las investigaciones de Poincaré (1890)
sobre la estabilidad y periodicidad de las soluciones del sistema solar le condujeron al inicio del

estudio de las ecuaciones diferenciales no lineales.

3. ECUACIONES EN DIFERENCIAS: QUE SON Y SUS ORIGENES

Una ecuacion en diferencias o relacion de recurrencia se reduce a una ecuacion algebraica en la
que la incdgnita es una sucesion de modo que aparecen varios de los términos de la sucesion en

la ecuacién. Ejemplos de ecuaciones en diferencias son las siguientes:
Xn+1 = Xn'(1+ Xn) Co(n)'xn + Cl(n)'xn—l toeet Ck (n)'xn—k = f (n)

El orden de la ecuacion en diferencias consiste en el nimero de veces que aparecen términos
inferiores al calculado en la sucesion incognita. De este modo, el primer ejemplo es una
ecuacion en diferencias de primer orden y el segundo, de orden k. Precisamente, este segundo
ejemplo corresponde a la expresion general de una ecuacion en diferencias lineal, ya que todos

los términos de la sucesion solucion aparecen con grado 1. El primer ejemplo no es lineal ya

que el termino X, aparece con grado 2.

Al igual que nos pasaba con las ecuaciones diferenciales, las ecuaciones en diferencias no tienen
una Unica solucion. Cualquier sucesion {X, },., que satisface la ecuacion en diferencias se
denomina solucion particular de la misma. En cambio, si consideramos el conjunto de todas sus
soluciones particulares, lo que obtenemos es la solucién general de la ecuacion en diferencias.

Este hecho conlleva nuevamente que haya que considerar condiciones iniciales para obtener la

solucidn particular, si existe, que satisfaga dichas condiciones. Concretamente, las condiciones
iniciales consisten en fijar el valor de los primeros términos de la sucesion {X,},.,. tantos
como indique el orden de la ecuacion.

Las ecuaciones en diferencias responden a las mismas cuestiones que buscan resolver las
ecuaciones diferenciales, pero teniendo en cuenta que las primeras deben usarse para funciones

discretas y las segundas para funciones continuas. Por tanto, los fendémenos que pueden
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representar cada una de ellas deben ser también de tal tipo. De este modo, tal y como nos paso
en el caso de las ecuaciones diferenciales, podemos encontrarnos con ecuaciones en diferencias
estocasticas que no son mas que ecuaciones en diferencias lineales en las que el término

independiente sigue un proceso aleatorio.
Las ecuaciones en diferencias aparecen en la antigliedad en la forma de los nimeros poligonales.

Si consideramos un poligono de lado n, sus correspondientes nimeros poligonales p, vienen

dados por la ecuacién p,., = p, +2Nn+1, que es una ecuacion en diferencias de primer orden.

Este tipo de ecuaciones fueron estudiadas por los pitagéricos, por Arquimedes y por Euclides

antes de nuestra era.

También ambientada en la geometria clasica, tenemos otra ecuacion en diferencias que proviene
del nimero de regiones que se forman al afiadir una recta a otro conjunto de rectas de modo que
no sean paralelas dos a dos y no se corten tres rectas en el mismo punto. Como puede verse en

el gréfico siguiente:

Para 2 rectas, se obtienen 4 regiones, para 3 el nimero de regiones es 7=4+3 y para 4 rectas, las

regiones resultan ser 11=7+4. Por tanto, el nimero de regiones que se obtienen sigue la

ecuacion en diferencias r,,, =, +N+1 que resulta ser del mismo tipo que la anterior. Las

ecuaciones en diferencias de primer orden y lineales se resuelven por medio de una serie
aritmética, geométrica o una combinacién de ambas, ya que solo hay que ir sustituyendo, por lo

que su resolucion es bien conocida desde la antigliedad.

También de la Antigua Grecia, viene Herdn de Alejandria y su férmula para aproximar el valor

de la raiz de un nimero positivo a (Heath, 1921):

Diofanto (s. Il a.C.) ademas de trabajar también con los nimeros poligonales, fue el causante
de la aparicion de las ecuaciones diofanticas en su Arithmetica. En esa obra se dan soluciones
numeéricas (enteras positivas) a ecuaciones con una o varias soluciones. Incluso resolvia algunos
sistemas de ecuaciones diofanticos. Todo ello usando el analisis diofantico que se basa en la
resolucién de ecuaciones en diferencias. Como la mayoria de las ecuaciones resultantes eran

cuadraticas, Diofanto y su obra inspiraron a Fermat a postular su Ultimo Teorema en 1637, que
afirma la inexistencia de solucion para la ecuacion X"+ y" =z" con X, y, z y n enteros no

nulos y n mayor que 2. El caso n = 2 corresponde al Teorema de Pitagoras y sus soluciones son
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las ternas pitagéricas a quien tradicionalmente se le atribuye este resultado (Heath, 1921). Las
ecuaciones diofanticas han sido desde siempre un entretenimiento matematico, aungue en la
actualidad también se les hayan encontrado aplicaciones practicas en las distintas ciencias. En

concreto, Diofanto probd que la ecuacion del tipo a-x+b-y =c tiene solucién si y solo si
m.c.d.(a,b) divide a ¢ . Este criterio de existencia (que también conlleva un criterio de

resolucion) es el que se sigue utilizando en la actualidad para resolver estas ecuaciones

diofénticas, cuya solucidn es:
X=X,+ b t e y=Y, +Et
°d o d

con X, e Y, soluciones particulares de la ecuaciony t un parametro.

Posteriormente, Brahmagupta encontré reglas para la resolucidn de distintos tipos de ecuaciones
cuadraticas sencillas, incluidas algunas con infinitas soluciones como resulta ser ax’+1l= y2 ,

la cual también estudio en profundidad Bhaskara Il (Bhanu Murthy, 1994). Las soluciones de
estas ecuaciones (se puede tomar cualquier otro valor en lugar de 1) reciben el nombre de

polinomios de Brahmagupta.

La primera ecuacion en diferencias que se trabajo con dos indices fue b, =b,  +b, ,, cuya

solucién son los coeficientes binomiales ( ] y que se remontan a dos obras orientales. La
r

primera es la perdida Huangdi Jiuzhang Suanjing Xicao de Jia Xian (1022-1054) de la que
tenemos constancia de sus contenidos gracias al Xiangjie Jiuzhang Suanfa de Yang Hui (1261).
En este Ultimo se describia el conocimiento de Xian sobre el tridngulo de Pascal. Sin embargo,
habria que esperar al Siyuan yujian de Zhu Shijie (1303) para encontrar un dibujo del triangulo
de Pascal indicando el uso ancestral de este método. La segunda obra es de origen persa y se
corresponde a una obra perdida de Omar Khayyam (c. 1100) a la que se hace referencia en su
Tratado sobre Demostracion en Problemas de Algebra y que versaba sobre como se calculaban
las ecuaciones antes referidas (Rashed, 1994); aunque previamente fue tratado por al-Karaji
(953-1029), el cual usé el triangulo de Pascal para calcular varios binomios y, en palabra de
escritos posteriores de al-Samawal (Rashed, 1994), hizo una preciosa construccion del triangulo

que corresponde al gréfico siguiente:

Cell|<olZ|Col3|Cold|CalT| ...

1 1 1 1 ...

1 2 3 4 =2 R

1 3 & 0] ...

1 4 0] ...

1 5| ...
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En cualquier caso, la matematica europea no lleg6 a obtener el citado tridngulo hasta el s. XVI
con la variante de Petrus Apianus (1527) en el frontispicio de su obra sobre aritmética comercial.
Posteriormente apareceria la version publicada por Cardano (1545), aunque se le acredita a su
coetaneo y enemigo Tartaglia. Pero el nombre recibido se debe al estudio realizado por Pascal
(1665) en su obra Traité du triangle arithmétique, recolectando todos los resultados conocidos
sobre el tridngulo y empleandolos en problemas relativos a la teoria de relatividad. Debido a

esta obra, de Montmort (1708) y de Moivre (1730) le dieron el nombre de triangulo de Pascal.
Continuando en Europa, el ejemplo clasico de ecuacion en diferencias es la sucesion de
Fibonacci cuya expresion es a,=a,,+4a,, con a,=0 y a =1. Esta ecuacion en

diferencias la present6 Fibonacci, sobrenombre de Leonardo de Pisa (2003), cuando estudiaba la
velocidad de la cria de conejos en condiciones ideales en 1202, trasladando este problema ya
conocido en el mundo arabe. Curiosamente la solucién de esta ecuacién se expresa en términos
del nimero aureo y su conjugado, formula que se conoce con el sobrenombre de Binet (1843),

aunque ya habia sido publicada por De Moivre (1730) con anterioridad.

Finalmente, las ecuaciones en diferencias finitas pueden usarse para obtener estimaciones de las
soluciones de ecuaciones diferenciales. Ese uso genera los denominados métodos de diferencias
finitas en los que trabajaron los autores que ya mentamos en la seccién anterior y sobre algunos

de estos métodos ya hicimos en su momento algunas consideraciones.

4. USO DE ECUACIONES DIFERENCIALES EN FINANZAS

El uso de las ecuaciones diferenciales en el contexto de las finanzas es multiple y variado, ya
que este tipo de ecuaciones permiten modelizar cualquier situacién o fendbmeno que presenta
variaciones en funcién de sus factores (por ejemplo, cambios y alteraciones a partir del tiempo).
En este sentido, las ecuaciones diferenciales son especialmente (tiles para la fijacion de precios
de las opciones europeas y de las americanas, amén de para las calibraciones. Los métodos
numéricos basados en ecuaciones en derivadas parciales no suelen ser muy populares en
finanzas primandose el uso de los métodos estocasticos debido a que los algoritmos usando
estos ultimos suelen ser méas faciles de implementar. Sin embargo, los métodos numéricos
pueden llegar a tener una mejor eficiencia si son discretizables y, lo que es mas importante, el

obtener la solucion de la ecuacion diferencial provee de una mayor informacion.
En el caso de las opciones, se considera un dominio acotado temporal (0,T) con una condicién

final singular en el instante t =T . Los métodos de discretizacion a utilizar con las ecuaciones
en derivadas parciales deben ser suficientemente rapidos y exactos para que tenga sentido su uso

y mejore la respuesta dadas por los procesos estocasticos.
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No se pretende indicar todas las posibilidades de las ecuaciones en derivadas parciales en el
ambito de las finanzas, aunque si queremos dejar patente el uso que se puede dar de las

ecuaciones en derivadas parciales.

En referencia a la fijacion de precios de las opciones, una primera aproximacién al problema
consiste en considerar el modelo Black-Scholes (Black y Scholes, 1973; Merton, 1973). Este
modelo se centra en trabajar una ecuacién en derivadas parciales sin disponer de todas las

hipétesis requeridas sobre los datos para proceder a su derivacion. En el modelo estandar se
considera un activo de riesgo y otro libre de riesgo cuyos precios en el instante t son S, y Sf’

satisfaciendo dos ecuaciones diferenciales:
dS, =S, (x-dt+oc-dB,) y dStO = r-St0 dt,

con B, un movimiento browniano estandar, x la media de retorno de la inversion, r la tasa de

interés y o la volatilidad. Cuando estos Gltimos tres valores no son constantes, sino que
dependen de t y S, entonces se trabaja con un proceso estocastico que viene determinado por
una ecuacion diferencial estocastica con una expresion similar a la anteriormente indicada. Esta
aproximacion se ha usado en opciones europeas, americanas y asiaticas, en opciones basket y de
barrera, y en opciones sobre maximo y sobre promedio. En el caso de las opciones europeas, el
problema de contorno que se obtiene para la funcién de precios p(t,S) para las opciones

corresponde a la siguiente:

2.@2 A2
I il S
ot 0S 2 0S
sujetoa p(T,S) =¢(S)

donde ¢ es la funcion de reembolso y T es un instante temporal dado, denominado madurez.

Dependiendo del tipo de opcion la EDP y la condicidn inicial en este problema de contorno va
modificandose (Achdou et al., 2012).

En el caso de las opciones, una vez se tiene establecida la ecuacién diferencial, se suelen utilizar
los siguientes métodos de resolucién: a) el método de diferencias finitas, que reduce la ecuacién
diferencial a una ecuacion en diferencias gracias a la aproximacion de las derivadas por
diferencias finitas y traduce el problema continuo a uno discreto; y b) el método del elemento
finito, mas flexible que el anterior y que permite un mejor refinamiento. Todo ello utilizando los
correspondientes criterios de estabilidad y convergencia que permitan asegurar que el método de
discretizacion funciona correctamente. Es mas, por lo general no se procede a la resolucion
exacta de la ecuacion diferencial (estocastica 0 no), sino que se hace una estimacién numérica
de la solucion de la misma y en ese sentido van los dos métodos de resolucion anteriormente
indicados, que obviamente no son los Unicos empleados, aunque si los méas habituales por ser

los mas elementales.
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El uso de las ecuaciones en derivadas parciales (y su resolucion exacta usando técnicas
algebraicas de Lie) es actualmente empleado en la resolucién de problemas de screening
multidimensional para combatir la seleccién adversa en la toma de decisiones de informacion
asimétrica. En este sentido, Basov (2004) analiza la resolucion de problemas de screening
multidimensional que pueden representarse mediante problemas de contorno en los que el
método hamiltoniano es aplicable. Con esta técnica, Basov consigue informacion sobre la
estructura que pueden tener las soluciones del problema e incluso en ocasiones soluciones

particulares del mismo.

El problema de screening multidimensional matematicamente se formula como sigue: un
monopolio que produce n bienes tiene una funcién de costes convexa y las preferencias de un
consumidor sobre tales bienes se parametrizan con un vector m-dimensional, mientras que la
tipologia de los consumidores sigue una distribucién con funcion de densidad f continuamente
diferenciable sobre un conjunto Q convexo y acotado de R™ y extensible por continuidad a su
clausura. EI monopolista quiere maximizar sus beneficios mediante la eleccion de una tarifa de
precios adecuada para sus bienes. Hallar dicha tarifa se traduce de manera natural en resolver un
sistema de EDPs no lineales. Es de importancia reflejar que no existen métodos generales para
resolver tales problemas y que solo en caso de aparicion de simetrias, dicho problema puede ser
simplificado e incluso resuelto mediante la asociacion de la ecuacion en derivadas parciales con
un grupo de Lie. Esta es la aproximacién que usa Basov en su trabajo en el que traduce la
resolucién del problema de screening a la resolucion de EDPs de primer y segundo orden con la
siguiente expresion:
®(a,u,Vu,D?u) =0,

donde € R™ es el vector de inputs, @ es una funcién continuamente diferenciable y la

funcién u: R™ — R™ es dos veces diferenciable con gradiente Vu y matriz hessiana D?u .

Otro problema en Finanzas en el que se aplican las EDPs fue realizado por Polidoro (2003).
Concretamente, este autor estudié una EDP no lineal sobre R® que permitia obtener la solucion
del modelo propuesto por Antonelli et al. (2001) para la toma de decisiones bajo riesgo en el
marco de las funciones de utilidad; las cuales, aunque siguen un proceso estocastico y se
resolverian mediante el planteamiento de la correspondiente ecuacion diferencial estocéstica,
podia resolverse mediante un problema de contorno basado en una ecuacién diferencial no
estocastica al considerar la correspondiente condicion inicial:

Onutuou-—ou=f

sujetoa u(x, y,0) = g(x,y)

Este problema de contorno, Polidoro también lo resuelve mediante el uso de técnicas

algebraicas de Lie y obteniendo condiciones para la existencia de soluciones globales.
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Desde una perspectiva mas matematica, Sauer (2012) realiza un trabajo en el que muestra la
situacion actual de la resolucidn de ecuaciones diferenciales estocéasticas como modelo para
representar dindmicas de difusion y muestra sus multiples cualidades en los fenémenos
econdémicos que vienen dados por dichos fenémenos como pueden ser la fijacion de precios
financieros en productos derivados y cémo los sistemas diferenciales y su resolucion proveen de
unos mecanismos para simular el fendmeno de una manera mas eficiente de lo que permiten los
procedimientos puramente estocasticos que tradicionalmente se vienen empleando.
Concretamente, un proceso de difusion en finanzas tiene una parte deterministica y otra que
corresponde a un proceso de Wiener y representaria la parte de difusion y en la que entra en
juego el proceso estocéstico. En este sentido, estariamos hablando de una ecuacion diferencial
como la que sigue:
dX =a(t, X)-dt +b(t, X)-dw,,

siendo W, la expresion del movimiento browniano. Un ejemplo de este tipo de fendmenos es el

modelo de Black-Scholes que corresponde también a una expresion de este tipo donde las
funciones a y b son lineales con respecto a X e independientes de t y del que ya hemos hablado
al exponer las cuestiones de la fijacion de precio de las opciones y cuya resolucién mediante
ecuaciones diferenciales estocasticas es expuesto en ese trabajo por Sauer. Igualmente, Sauer
muestra como las ecuaciones diferenciales estocasticas pueden emplearse para trabajar modelos
multifactoriales como pueden ser los derivados financieros mediante su representacion por un
proceso de Wiener multidimensional, pudiendo incluso incluir la correlacion existente entre los

distintos factores tenidos en cuenta.

Pero las EDPs estocésticas también pueden usarse en el campo de las finanzas para resolver
problemas de seleccion de portfolio 6ptimo. En este sentido, Musiela y Zariphopoulou (2010)
usaron dichas EDPs para el calculo de soluciones explicitas de dos diferentes formulaciones del
problema de inversion Optima: a) la maximizacion de la utilidad esperada para la riqueza
terminal y b) la eleccion de un portfolio en base al criterio del rendimiento progresivo de las

inversiones.

Para el primero de los dos problemas, el uso de la EDP estocéstica de rendimiento de las
inversiones ofrece un procedimiento alternativo que permite examinar la evolucién del proceso
con mayor profundidad que otros existentes (por ejemplo, la ecuacién de Hamilton-Jacobi-
Bellman (Bellman, 1954, 1957)) ya que permite obtener tanto el rendimiento esperado maximo
de las inversiones como la estrategia dptima para la inversion en la forma de retroalimientacion

estocastica.

Con respecto al segundo problema, la técnica que proponen Musiela y Zariphopoulou (2010)
permite al inversor no tener que decidir el riesgo en un Unico instante temporal, sino que puede

revisar dicho riesgo de manera dindmica a lo largo de todo el proceso. Esto flexibiliza el modelo
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clasico, en el que el inversor no puede revisar ni sus preferencias ni extender su utilidad una vez
se fija el horizonte de mercado. Concretamente, la flexibilidad del modelo se recoge en la
componente de volatilidad del proceso de rendimiento progresivo, representando su inseguridad

sobre cambios futuros y sus preferenciales actuales de riesgo.

Para ello, los autores parten de un modelo de inversién con un activo sin riesgo y otros k con
riesgo cuyos precios siguen un modelo de difusion. De este modo, el precio Sti del activo de
riesgo i en el instante t viene dado por la ecuacion diferencial estocastica de tipo browniano:

d
ds, =S, {,ut' -dt + Zthi -thj]

j=1
donde S, >0 para todo i y W, :(\Ntl,...,Wtd) es un proceso browniano estandar de
dimension d definido en un espacio de probabilidad con filtracion & = o-(WS :0<s St) y

o, denotando la matriz de volatilidad del proceso. Por tanto, la ecuacion diferencial estocastica
en su expresion vectorial:
ds! =S/ {4 -dt + o' -dW, )
con o la columna i de la matriz &, . Por otro lado, el precio B, del activo sin riesgo también
sigue una EDP dada por
dB, =r, -B, -dt
con B, =1 ytasadeinterés r, enelinstantet.

Con el modelo anterior, Musiela y Zariphopoulou (2010) retoman la formulacién regresiva del
problema de eleccion basada en el criterio tradicional de maximizar la utilidad esperada acorde
a como lo introdujo Merton (1969). En esta formulacion, tras la eleccion del horizonte de

mercado [0, T] y de la utilidad u; : R*—R del inversor en el instante final T, se maximiza la

utilidad esperada de riqueza final sobre las estrategias de inversién admisibles y que denotan
V(x,t;T) con xe R* y te [0, T] que debe verificar la ecuacion diferencial estocastica (la
descomposicion de Itd) con unos coeficientes a y b satisfaciendo unas determinadas
propiedades:
dV (x,t;T) =b(x,t;T)-dt+a(x,t;T)-dW,

Bajo ciertas condiciones de convexidad, monotonia y diferenciabilidad, la ecuacion diferencial
anterior lleva al problema de contorno siguiente para cualquier estrategia 7 admisible de
inversion

dv (x,t;T) M)A ooy, (T

2 V., (XtT)
sujetoaV (X, T;T) = u; (X)

dt+a(x,t;T)-dW,
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La volatilidad a(x,t;T) estd presente en la expresién ya que representa la parte de difusién
estocastica de la oportunidad de inversion y que dependiendo del modelo estocastico seguido

lleva a una u otra solucion del problema tal y como aparece en el trabajo comentado.

Pero, ademas de esta modelizacion mediante una EDP estocéstica, Musiela y Zariphopoulou
(2010) introducen por primera vez una formulacion del problema de eleccion del portfolio
Optimo mediante el rendimiento progresivo de la inversion y que, al contrario del modelo
anterior, el inversor puede ir revisando sus preferencias de riesgo durante todo el tiempo de
mercado de manera dinamica. De este modo, se busca maximizar la utilidad esperada sobre las
estrategias de inversion admisibles, que ahora se denota U(x,t) con xe R*y t>0y que satisface
también una serie de restricciones sobre convexidad, monotonia y diferenciabilidad, siendo la
EDP estocéstica obtenida similar a la de la formulacion regresiva, pero permitiendo un analisis
maés rico del rendimiento progresivo de la inversion ya que se formula a futuro en lugar de a
tiempo pasado. Posteriormente los propios Musiela y Zariphopoulou (2011) mostraron también
el uso de este tipo de EDPs estocastica para la seleccion de portfolio usando un criterio de

rendimiento mon6tono en el tiempo.

También en el &mbito de la seleccidon de un portfolio 6ptimo, pero ahora bajo condiciones de
riesgo sobre la liquidez y su impacto sobre el precio, podemos referir el trabajo de Ly Vath et al.
(2007) en el que plantearon un modelo financiero con un activo libre de riesgo y otro de riesgo
bajo tales restricciones, pudiéndose transferir fondos entre ambos activos en tiempo discreto. En
el estudio llevado a cabo no solo se usan ecuaciones diferenciales de tipo Black-Scholes para
modelar el proceso de precios, sino definen operadores diferenciales expresados en términos de
las derivadas parciales de primer y segundo orden y que son esenciales para el planteamiento y

resolucion del problema.

En el caso de Platen y Schweizer (1998), usan las ecuaciones diferenciales estocasticas para
trabajar numéricamente las distorsiones en el precio de las opciones debido a efectos de
retroalimentacion por estrategias de coberturas a la hora de buscar una nueva explicacién para
los efectos de la sonrisa y asimetria en la volatilidad. En este modelo el tiempo actda como un
continuo y los precios dependen de las estrategias por medio de una funcién de reaccion.
Concretamente, Platen y Schweizer (1998) utilizan un modelo para construir el precio de los
activos de modo que puedan estudiarse las estrategias de cobertura para los derivados en
funcion de la evolucion de los instrumentos financieros subyacentes. Todo ello buscando la
dindmica del activo implicitamente a partir de la condicion de equilibrio del mercado. En una
variable temporal continua t para un Unico activo de riesgo se tiene un precio S; en dicho
instante, denotando por L; al logaritmo de dicho precio. Para un precio (en logaritmo) | en el
instante t, se denota por D(t,l,U;) a la demanda de ese activo hasta el instante t teniendo en

cuenta a todos los aceptadores de precio y donde U; engloba a todos los demas factores distintos
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de | que pueden influir en la demanda (es decir, U representa un proceso estocastico que
distorsiona la situacién de manera exdgena). A partir de la situacion de equilibrio de mercado
D(t, L,Uy) = k, se puede obtener la expresion del precio del activo L; como la solucién de la

siguiente ecuacion diferencial estocastica:

L L L

2
1 1 D, D
st=—D—- DU-dUt+Dt-dt+E- DLL{D_UJ —2DLU-D—U+ Dy, [d(U),

Aplicando exponencial a esta ecuacion, se obtiene la evolucion del precio S;. Este estudio no lo
limitan al caso simple de que la funcién demanda sea una constante escalar, sino que también

consideran el caso en el que dicha funcién demanda sea de la forma:

D(, L, U,)=U, +k-(L, - L)+ &(t,L,),
siendo U, =vW, + m-t un movimiento browniano con tendencia m y volatilidad v, que
representa el error aleatorio no explicable por otras causas; el sumando k-(L, — L,) representa

la demanda acumulativa de los especuladores y &(t, L) la parte de la demanda resultante de la

estrategia de cobertura usada. En dicho caso, la ecuacion diferencial estocastica a resolver

resulta ser

Vg mEEEL) 1 VL)

v g M |t
k+(:Tf(t'L1) k+ch(t1L1) 2(k+?T|§(t,Lt))

dL, =
y que, obviamente, puede también expresarse en términos del precio S; en lugar de su expresion

logaritmica.

También son utilizadas las ecuaciones diferenciales a la hora de trabajar seguros sobre personas.
En los seguros sobre personas, se genera un flujo de pagos entre la compafiia aseguradora y el
asegurado a lo largo de la vida del altimo. Por ello, la valoracion temporal del dinero es esencial
para disponer de una medicion de los pagos pasados y futuros. Sobre esta tematica, Steffensen
(2007) realizé un interesante trabajo recopilatorio sobre esta teméatica. Mas concretamente,
plantea el estudio de la ecuacion diferencial ordinaria que Thiele descubrié en 1875 para la
reserva de un contrato de seguro sobre personas con pagos derterministicos. Aunque nunca la
publicd, Gram (1910) la hizo publica en un obituario sobre su persona y ésta fue generalizada
posteriormente por Hoem (1969) y Norberg (1991).

El modelo de Thiele parte de una pdliza de seguros contratada en tiempo 0 y finalizando en un
tiempo finito fijo n y siendo Z(t) el estado de la poliza en el instante t, dentro de un conjunto
finito de estados de la pdliza, comenzando en un estado inicial Z(0)=0 y representado por un

proceso de Markov en tiempo continuo con algunas restricciones adicionales. En tales
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condiciones, la cantidad total B(t) de beneficios contractuales menos recargas a pagar durante el
periodo [0, t] sigue la dindmica

dB(t) = dB*® (t) + sz(‘)" (t)-dNX(t),

k#Z (t-)

con N¥(t) representando el nimero de transiciones en el estado k; Z(t-) denotando el limite a
izquierda de Z en t; y las funciones B' y b’ son deterministas y suficientemente regulares que
especifican los pagos debidos durante la permanencia en estado j y por la transicion del estado j
al estado k, respectivamente. Los propios procesos B' siguen un proceso de difusion
dB!(t) =b'(t)-dt +(Bj (t)- B’ (t—)) que tienen una parte continua (ecuacion diferencial) y
otra discreta (ecuacion en diferencias). Una vez establecidos los beneficios, el asegurador debe
poder estimar las obligaciones futuras que esta contratando y suele establecerse esa cantidad
asegurando un gran numero de contratos similares con flujos de pagos asociados a vidas
independientes y se procura la diversificacion del riesgo para valor esperado presente
condicionado a tales beneficios. Ese valor esperado es la reserva que viene dada por la ecuacion
diferencial:

vl

=) =rVIt)-b'(t)- D ™ (t)-R¥(1),

k]

en los instantes con B’ (t)—B’(t—) =0, siendo r la tasa de interés constante del portfolio de

inversion de la aseguradora, ' (t) un proceso de intensidad estocastica para Ny R¥™(t) la
suma en riesgo. En los instantes restantes del periodo de contrato, se considera la ecuacion
BI(t)-B!(t-)+V!(t)-VI(t-)=0 . La condicién inicial del problema resulta ser
Vin)=0.

Al aparecer la teoria de fijacion de precios de opciones, se ha trabajado en este campo para los
productos de aseguradoras a sugerencia de Brennan y Shcwartz e incluso se crearon ecuaciones
hibridas entre las correspondientes a los modelos Black-Scholes y Thiele, siendo el primero de
tales trabajos realizado por Aase y Persson (1994). Las ecuaciones diferenciales para la reserva
interrelacionando los trabajos de Heom y Aase y Persson las obtuvo el propio Steffensen (2000)
derivando la ecuacién hibrida entre tales modelos. La diferencia de este modelo con respecto al
anterior es que las funciones B' y b* se consideran ahora no solo dependientes de la variable
temporal sino también del indice de stock X(t) en el instante t y, por tanto, el pago acumulado

deberia seguir el proceso dindmico:

dB(t) =dBZO(t, X () + S b2 (1, X (1))-dN* (1)

k#Z (t-)
con el mismo proceso de difusion para la funcién B! pero con todos los sumandos dependiendo
de mencionado indice de stock, que es una cadena de Markov continua en el tiempo y siguiendo

la ecuacion diferencial estocastica bajo un proceso de Wiener W:
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dX (1) = a-X (t)-dt + o~ X (£)-dW (1)
X(0)=0

El valor contractual de los futuros pagos se puede representar mediante la ecuacion diferencial:

0=221(t, )+ 3 M OV E(t, ) =V (8, X) + b (t, X))+ 2 (¢, X)-r-x

ot

k#]
+1_azv
2 ox

(t,x)-o2-x2 +b'(t,X) - rV(t,x)

en los instantes con B (t, x)— B (t—,x) =0, siendo r la tasa de interés constante del portfolio
de inversidn de la aseguradora. En los instantes restantes del periodo de contrato, se considera la
ecuacion B! (t, x)— B! (t—, x)+V ! (t,x) -V ! (t—, x) =0. La condicién inicial del problema
resulta ser V'(n,x)=0. Bajo ciertas condiciones, la ecuacion diferencial anteriormente
indicada puede simplificarse alin mas.

Siguiendo en productos correspondientes a seguros sobre personas, las ecuaciones diferenciales
también permiten realizar un estudio sobre la distribucion de dividendos y excedentes. En este
sentido, Norberg (1999; 2001) utilizé ecuaciones diferenciales ordinarias estocasticas basadas
en cadenas de Markov para poder simular el comportamiento del excedente técnico sobre un
contrato de seguro para su pago como bonificacion y poder pronosticar posibles bonificaciones
futuras a partir de la parte endégena del proceso. Posteriormente, Steffensen (2006) estudio el
problema de valoracion de dividendos mediante la resolucion de sistemas de EDPs incluyendo
ciertas restricciones al mercado financiero subyacente, pudiéndose llegar incluso a soluciones
semi-explicitas para ciertos casos particulares. Para ejemplificar este uso de las ecuaciones
diferenciales mostramos el sistema obtenido por Steffensen en su trabajo para el célculo de la

reserva de un seguro sobre personas con pago de dividendos enlazados a excedentes:

0=22(t, %) + > s (v ¥t x + 2 (1) = (1, %) )=V (1, %) + b ¥ (1) + 57 (¢, X))

ot

k#j

+ 22 (8, %) (rx 01 (8) =87 (1, X))+ 245 (1, X)- 22 (1, X)- 07 X7 +bI (£) + 87 (t, %)~ rV I (¢, )

oX

donde las nuevas funciones que intervienen en la expresion son o'y S5k que son los analogos
en la funcién D de corriente de pagos de dividendos para los b’ y b en la funcién de pago

acumulado, respectivamente; mientras que ¢ y ¢ son los respectivos analogos en el proceso

de contribucion de excedente C. Esta ecuacion diferencial corresponde a los instantes con
BI(t)-B!(t-) =0, pero en los instantes restantes del contrato se toma la ecuacion
BI(t)—BI(t-)+ D' (t,x) - D (t—,x) +V !{t,x+C!(t)~C(t-) + D! (t,x) - D' (t-, ))
—V !(t—,x) =0. La condicion inicial del problema resulta ser V '(n, x) = 0.

Pero para hablar de la aplicacion de las ecuaciones ordinarias no es necesario irse a conceptos ni

estudios sumamente complejos como los que hemos expuesto anteriormente. Por ejemplo, como
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puede verse en Bellaiche (2010), un medida macroeconémica tan conocida como el producto

interior bruto (PIB) consiste en la solucién de la ecuacion diferencial ordinaria lineal
& (t) = g-x(t), en la que la tasa de cambio del estado actual x(t) en el instante temporal t se
expresa de manera proporcional al estado en dicho instante (con g una constante de

proporcionalidad). Obviamente, se ha de introducir una condicion inicial indicando un valor

X(0) de estado para el instante inicial t = 0.

Del mismo modo, cuando una empresa gestionada racionalmente en una industria competitiva
quiere maximizar el valor actual V de todos los flujos netos futuros de dinero en efectivo se hace

necesario la resolucion de las siguientes ecuaciones diferenciales (Gould, 1968):
e "O.(P (1) (K, L) —w(t))=0

2

e RO (P ()5 (K, L) - (r+8)-£ (1) + (£ (t) + 52 (1) J2 (1)) = 0,

donde P(t) representa el precio de la produccion en el instante t, w(t) denota el salario medio en
t, L(t) es el factor mano de obra en t, K(t) es el factor capital en t, C(l) denota el coste asociado a
invertir en capital social a la tasa | de inversion bruta y F(K, L) es la funcién de produccion en

términos de capital y mano de obra.

Bajo los supuesto habituales para los conceptos indicados en el parrafo anterior, las dos
ecuaciones diferenciales arriba descritas llevan a una tercera ecuacion diferencial ordinaria
lineal no homogénea de primer orden para la tasa de inversion bruta I(t). Del mismo modo,
Chen et al. (2007) estudian la estructura de capitales y su administracién por medio de la

resolucion de un problema de contorno dado por la ecuacién diferencial:
~V.D=5V.D)-F(V,L)
y la condicién inicial O”—\S,(V L)|V=L =0 de tipo smooth pasting, donde V es el valor de los

activos de la empresa, L es el nivel de activacion estandar, D(V, L) representa el valor presente
de todas las deudas, v(V, L) denota el valor presente de la empresa y S(V, L) es el valor de
patrimonio de las acciones de la empresa. Esto se debe a que la solucién del problema de
contorno anteriormente planteado consiste en la obtencion del nivel 6ptimo de activacion

estandar L, que permite deducir la estructura de capital 6ptimo de una empresa.

Finalizamos la exposicién de problemas y temas en los que emplear las ecuaciones diferenciales
en el &mbito de las finanzas haciendo referencia al modelo de Heston (1993) basado en describir
la evolucion de la volatilidad de un activo subyacente. EI modelo basico parte del hecho de que
el precio S; del activo en el instante t evoluciona en el tiempo siguiendo un proceso estocastico

determinado por la ecuacion diferencial estocéastica:

dS, = 4-S,-dt+/v,-S,dW,*
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con

dv, =x-(0—-v,)dt+ &\ v, v, -dW,",
siendo W,> y W,” dos procesos de Wiener, v, la volatilidad en el instante t, x la tasa de
rendimiento del activo, @ la varianza del precio promedio a largo plazo, x es la tasa a la que
v, reviertea @,y ¢ es lavolatilidad de v, . Este modelo fue empleado por Piché y Kanniainen

(2007) para el estudio de valores derivados de precio con volatilidad estocastica. Concretamente,

la ecuacion diferencial de partida en el problema a considerar era:

oU _ 1 2 2% U o 1.2 ,,0% U
G =rU -3V 1S5 - poVSy -0 V-3 -x-(0-Vv)-5,

siendo la condicién final dada por U (S,v,T) = max{S — E,0} y las condiciones de borde por
u(@,v,t)=0y U(S,v,t)=S— E-e """ para S suficientemente grande. En la formula anterior,

U(S, v, t) denota el valor de la opcion con precio S del activo, v es la volatilidad cuadrada, o la

volatilidad de la volatilidad, o la correlacién entre el proceso de volatilidad y el precio

corriente, r la tasa de interés, @ la volatilidad a largo plazo, x la tasa de reversion a la media

de la volatilidad y A-v el precio de mercado del riesgo de volatilidad absorbidoen x y o .

5. ALGUNAS ECUACIONES EN DIFERENCIAS EN FINANZAS

Las ecuaciones en diferencias finitas se pueden aplicar en diferentes ambitos econémicos y
financieros. Son multiples los ejemplos de modelos microeconémicos y macroeconémicos que
se plantean a partir de esta formulacion (en general, cualquier modelo dinamico en el que los
periodos temporales quieran representarse de manera discreta). Igualmente, pueden encontrarse
aplicaciones de ecuaciones en diferencias en el ambito de la Matematica Financiera para el
estudio de determinados productos financieros; piénsese que la estructura de estas ecuaciones
encaja perfectamente con la valoracion temporal que se realiza de los productos financieros en
funcion de un tanto o tasa de descuento. Un estudio detallado de tales aplicaciones puede verse,

entre otros, en Garcia (2008).

Con las ecuaciones en diferencias finitas, se dispone de una forma alternativa que permite
abordar los problemas caracteristicos de la Matematica Financiera afrontando situaciones mas
complejas que aquellas a las que se les pueden aplicar las técnicas clasicas usando factores de
capitalizacion y descuento. De este modo, la resolucion de ecuaciones en diferencias puede
considerarse una herramienta complementaria (y alternativa, en algunos casos) a los factores de

descuento clasicos.

El célculo de la solucion (general y particular) de las ecuaciones en diferencias finitas y su
posterior interpretacion pueden ser de gran utilidad en un contexto financiero, ya que la variable

tiempo es determinante en todas las valoraciones financieras y ésta puede modelizarse
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facilmente como una variable en diferencias. Lo determinante en la valoracion financiera seré el
nimero de periodos transcurridos desde el momento de valoracién, que puede cuantificarse
como una variable con valores positivos y enteros e incluirse en la ecuacion como la variable en

diferencias. La funcion sobre dicha variable dependera del caso particular que se estudie.

La resolucion de ecuaciones lineales en diferencias finitas resulta ser fundamental para esta
aproximacién porque gran parte de los ejemplos financieros basicos pueden ajustarse a la
resolucién de una ecuacién de este tipo, en particular de grado uno o dos. A la hora de enfocar
la obtencion de productos y valoraciones financieras mediante el planteamiento y resolucion de
ecuaciones en diferencias finitas, ha de hacerse un tratamiento e interpretacion diferente de los
datos de partida, pero que llevan a la misma resolucién cuando se aplican las técnicas clasicas
de la Matematica Financiera. Entre los temas que pueden trabajarse bajo esta perspectiva de las
ecuaciones en diferencias finitas estan los siguientes: la valoracién de rentas financieras, el valor
de depositos bancarios y el saldo de préstamos segun diferentes sistemas de amortizacion, en

particular los sistemas de amortizacién francés y uniforme (Garcia, 2008).

En la valoracion de rentas financieras, si se considera un conjunto de aportaciones constantes a
en una cuenta remunerada al tanto de interés i, se llega a la siguiente ecuacion en diferencias

lineal para el calculo del valor final:
S, =@+1i)S, +a,
con valor inicial S, =0 y donde S, representa el valor de la renta en el instante t.

Por otro lado, si el conjunto de aportaciones es variable siguiendo una progresién geométrica de

razén g y comenzando con una aportacion inicial a, entonces la ecuacion en diferencias que se

tiene para una tasa de interés i seria S,,; = (1+1)-S, +a-q", donde el valor inicial nuevamente
es S, =0 ycon S, representando el valor de la renta en el instante t.

También aparecen las ecuaciones en diferencias en las valoraciones de depdsitos. Por ejemplo,
si consideramos una cuenta de ahorros en la que se hacen aportaciones constantes de cuantia a
con saldos que se remuneran con tasa de interés i, la expresién que explica este fendmeno

corresponderia a la siguiente ecuacion en diferencias:
S,,; =(@+1i)-S, +a,
donde el valor inicial corresponderé al capital S, = C con el que se abre la cuenta de ahorros y

con S, representando el valor del depésito en el instante t. Si en lugar de hacer un ingreso en la

cuenta tras un periodo temporal fijado, lo que se lleva a cabo es un reintegro de valor a,

entonces la ecuacién en diferencias resulta ser:

Sin =@+1)-S -a,
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con el mismo valor inicial que antes y el mismo significado para la variable S,. Obviamente,

pueden considerarse situaciones intermedias a la descritas (ingresos de determinada cuantia y

reintegros de otra, reintegros de un porcentaje del saldo de cada afio...).

También se resuelve mediante ecuaciones en diferencias el saldo de préstamos siguiendo

distintos sistemas de amortizacion. En este modelo, también usaremos la notacion S, , pero para

representar el saldo del préstamo en el periodo t. De este modo, si se concede un préstamo por
una cuantia C a amortizar en n afios con una tasa de interés i, siguiendo el sistema uniforme o de
cuotas de amortizacion constante de cuantia m, la ecuacion en diferencias lineal que se ha de
resolver es:

Sty =S —m,
tomando como valor inicial la cuantia del préstamo S, =C y en el que la tasa de interés i no

aparece explicitamente en la ecuacion sino que se ha usado previamente para determinar el valor

de la cuota m.

En caso de considerar el sistema francés de amortizacion, se tienen en cuenta anualidades

constantes de cuantia a, pero la tasa de interés interviene explicitamente en la ecuacion en

diferencias lineal S,,, =(1+1)-S,—a, para ir actualizando los intereses anualmente y

manteniendo como antes el mismo valor inicial S, =C .

Las ecuaciones en diferencias finitas (de primer y segundo orden) aparecen a la hora de trabajar
problemas de optimizacion dinamica partiendo del supuesto de que el tiempo es una variable
discreta y el horizonte es finito. Asi, un primer ejemplo puede tenerse en el modelo lineal-
cuadratico de “beneficio permanente” (Obstfeld y Rogoff, 1996: pp. 82-84), olvidando
temporalmente el consumo e inversion del gobierno se presupone que el producto doméstico
bruto Y sigue un proceso estocastico exdgeno en funcién del tiempo, expresado por la siguiente

ecuacién en diferencias lineal de primer orden:

Yo, -Y =p(Y,-Y)+e

t+1
donde &, es una perturbacion serialmente incorrelada (i.e. E,(¢,,,)=0)y p€[0,1]. La
solucidn general del producto Y, para la expresién anterior conlleva que los efectos de choque

decaigan geométricamente respecto al tiempo cuando p <1.

Si, por el contrario, en este tipo de problemas se desea considerar el producto doméstico bruto
como una variable aleatoria no estacionaria, bastaria considerar que el proceso seguido

corresponde a la siguiente ecuacion en diferencias lineal de segundo orden:

Y=Y = (Y, =Y ) +é,.

t+1
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Esta modificacion de la expresion significa que el producto permanente fluctia mas que el

producto actual, a excepcion de o =0 que corresponderia a que ambos productos sufren la
misma fluctuacion.

Otra ecuacion en diferencias lineal que aparece en problemas econémico-financieros
corresponde al estudio del cociente deuda/produccién en estado estacionario. Concretamente,
para estudiar la dindmica de los activos exteriores, se dispone de la siguiente ecuacién en
diferencias lineal de primer orden para el cociente entre los activos exteriores netos y la

. B . .
produccién v cuya expresion es del tipo:

S

ﬁ — a.g + b,
Y Y
en funcion de dos parametros con una determinada significacién econémica (Obstfeld y Rogoff,

1996: pp. 116-117).

s+1 S

Continuando con las cuestiones de estado estacionario y dentro del denominado modelo de
solape generacional (Weil, 1989) para la busqueda de equilibrios generales, la tasa comun k1W

entre capital y mano de obra en el modelo de equilibrio comparando la economia del pais
(Interior) con el resto del mundo (Exterior) se puede expresar mediante la siguiente ecuacion en

diferencias:

" (1+n)-(1+ B)

en la que interviene la tasa neta de crecimiento n de ambas economias y tanto & como £ son

kW ﬂ(l_a) _(k:N)a,

pardmetros del modelo. Todo esto bajo la hipétesis de que las tecnologias productivas de ambos
paises siguen el mismo modelo de Cobb-Douglas y las mismas preferencias (Obstfeld y Rogoff,
1996: pp. 168-169).

Varios modelos de crecimiento econémico a largo plazo se fundamentan en hipétesis de que los
motores del crecimiento econémico son la productividad E y la mano de obra L, que vienen
dadas por ecuaciones en diferencias finitas lineales, a partir de los cuales se obtiene la
acumulacion de capital como una ecuacién diferencial un poco més complicada que las
anteriores. De este modo, siguiendo el modelo de Solow con tasas de ahorro fijo (Solow, 1956),

se parte del hecho de que el cambio tecnolégico exdgeno viene dado por el nivel de

productividad E neutra de Harrod (expresado por E,,, = (1+ g)-E,), mientras que la mano de

obra L sigue el comportamiento de la poblacion ( L,,, =(1+n)-L, ). Como resultado la
acumulacion de capital K puede expresarse por la ecuacion en diferencias:

K., - K, =sF(K,E, L)-5K,,
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donde o es la tasa de depreciacién, n es la tasa de crecimiento poblacional, g es la tasa de
crecimiento de la produccion, s es una fraccion fija de los beneficios actuales y F es la funcion
de produccioén. La ecuacion en diferencias anterior puede normalizarse por la eficiencia de la

oferta de trabajo E-L, obteniéndose una ecuacion en diferencias que explica el comportamiento

. K . N
del cociente k& = EL entre el capital y la eficiencia y mano de obra:

kil_kf:=I%E(SF(kFJ»—(Z+5)kE,

siendo 1+z = (1+n)-(1+ g) . Se pueden considerar modelos mas complicados de crecimiento

economico a largo plazo que conllevan el manejo y resolucion de ecuaciones en diferencias de
mayor complejidad. Por mentar algin ejemplo, se puede considerar el caso del modelo Ramsey-
Cass-Koopmans de crecimiento econémico (Ramsey, 1928; Cass, 1965; Koopmans, 1965), en
las que el mundo se supone poblado por generaciones que viven infinitamente con tamafio L,
siguiendo L la ecuacion en diferencias anteriormente indicada en base a la tasa exdgena 1+n vy el
avance tecnologico E aumentando la mano de obra sigue también la ecuacion en diferencias
mostrada en el modelo de Solow. Para resolver el problema, se presupone que cada generacion
tiene su propia funcion de produccién de rendimientos a escala constante. Tomando como una
simplificacion que la depreciacion es 6 =0, la restriccién presupuestaria del periodo de la
generacion representativa viene dada por:
KHZKN”WKwﬁiﬂ—Cn
donde C, denota el consumo en el periodo t. Si se consideran los datos en términos per capita,

entonces la ecuacidn en diferencias quedaria como sigue, sin mas que dividir por L:
_ F(k,E;)-c, nk,
1+n 1+n’

KH_K

. También, en el &mbito de los modelos de

donde k=Ht y F(k )= EL)
L, L

convergencia de solape generacional y en presencia de imperfecciones del mércado de crédito,
el stock de capital per capita puede ser descrito mediante la siguiente ecuacion en diferencias

bajo ciertas hipétesis de equilibrio:

kt+1=(1—a){ﬁ'(1+”)— (At )7 }k“

48 (+pf)ekit) "

donde r denota la tasa de interés mundial al que se enfrenta la economia (Obstfeld y Rogoff,
1996: p. 471).

En el analisis monetario y de precios, Cagan (1956) definié y estudid las hiperinflaciones como

periodos en los precios de los bienes se incrementan con una tasa promedio mensual de al
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menos un 50%. El modelo que Cagan utiliz6 en su analisis es, en general, una ecuacion en
diferencias estocastica, pero que si se considera desde un punto de vista no estocastico en
equilibrio, ésta corresponderia a la ecuacion en diferencias:

m —p = _ﬂ'(pul - pt) )
donde my p son los logaritmos neperianos de la provision de dinero M de un pais y su nivel de

precios P, mientras que 77 representa la semielasticidad de la demanda para balances reales con

respecto a la inflacién esperada. La resolucion del modelo estocastico solo se diferencia del no
estocastico en la sustitucion de las provisiones monetarias previstas perfectamente por sus

valores esperados, siempre y cuando la dotacién de dinero futura es incierta.

Otro uso de las ecuaciones en diferencias finitas se puede observar en el estudio de las politicas
fiscales y monetarias de una economia abierta. Concretamente, el paradigma seguido en tales
politicas es esencialmente keynesiano desde principios de la década de 1960 en base al marco
teorico establecido por Mundell (1963, 1964) y Fleming (1962). Entre sus muchas variantes,
podemos considerar la extension de la perfecta prevision debida a Dornbusch (1976) para el
modelo de Mundell y Fleming, la cual comparte algunas similaridades con el analisis monetario
de Cagan. Concretamente, si un pais afronta una tasa de interés (para cambio de divisas)
exdgena i, supuesta constante en el tiempo, entonces se tiene la siguiente ecuacion en
diferencias para determinar la paridad de interés de descubierto:
i1 =i +eu1 — €,

donde iw1=log(1+iw1) es el logaritmo de la tasa de interés nominal interior bruta entre los
periodos t y t+1, i=log(1+i") y e es el logaritmo de la tasa de cambio, definido como el precio
interior de la divisa extranjera. Bajo las hipotesis dadas por Mundell, Fleming y Dornbusch, se
puede obtener una segunda ecuacion en diferencias para el (logaritmo del) nivel de precios p de
la divisa interior, (el logaritmo de) la tasa de cambio e, el (logaritmo del) nivel de precios
extranjero p~ medido en la divisa extranjera y la tasa real g en equilibrio en términos de la

demanda agregada y;* de la produccién nacional y de la tasa natural ¥ de la produccion:

- d_ g * *

Pt =Pt=¥ (Ve = Y) + (Ba =€+ P s — Pt — Gt + O ),
pudiéndose interpretar el valor de e;+ p’t— g. como el nivel de precios que prevaleceria en el
mercado de produccion. El primer término de la ecuacion anterior viene a representar la
inflacion de los precios causada por un exceso en la demanda y el segundo el ajuste en el nivel
de precios que se hace necesario para mantener la inflacién esperada o el crecimiento de

produccidn.

Otro ejemplo del uso de las ecuaciones en diferencias en el campo de la economia
corresponderia al modelo monetario de equilibrio general para dos paises en prevision perfecta,

introducido por Obstfeld y Rogoff (1995). En dicho modelo, las restricciones presupuestarias
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B! de un productor monopolista individual j (que produce un Gnico bien distinguible y reside

tanto en el pais en cuestion como en el extranjero) visto desde el territorio nacional seria:
Pt'Btj+1 + Mtj = Pt'(1+ rt)'Btj + Mtj—l + pt(j)'yt(j)_ Pt'Ctj - Pt'Tt J

donde r, denota la tasa de interés real para bonos entre los instantes t y t+1, y,(j) y p,(])

representan la produccion del bien j y su precio en la moneda nacional, Mtj_1 corresponde al

balance monetario nominal del productor j al comenzar el periodo t, P, indica el nivel del

precio del dinero nacional y 7, denota los impuestos globales a pagar en el bien de consumo

Ctj del que forma parte, viniendo dada esta Gltima por una funcion CES de dos bienes en

términos del consumo del productor j nacional en el periodo t. Segin Woodford (1996), se
puede presuponer que en este modelo el gobierno satisface un equilibrio presupuestario y que
todos los impuestos por acufiamiento de moneda son reembolsados al sector publico por medio
de transferencia con la siguiente ecuacion en diferencias:

Mt — Mt—l .

P

t

O=r7,+

Pero, ademas de en las premisas para la resolucion del problema, para buscar la utilidad dptima

en el productor nacional j se hace necesaria también la resolucién de la ecuacion en diferencias

C,.1 = f-(1+r.,)-C, o la version en linealizacion logaritmica de las ecuaciones de consumo

5 drt+1
=C+————.
1+6 o

de Euler: c,,,

Por ultimo, entre los productos que no podrian resolverse con las técnicas tradicionales y
requieren del planteamiento y resolucion de ecuaciones en diferencias se encuentran, entre otros,
la valoracion de carteras en la que los flujos de entrada y salida no responden a un esquema
regular (progresion aritmética o geométrica), o los planes de ahorro con ingresos y/o reintegros
que siguen una ley compleja. Este tipo de productos muestra como la resolucion de ecuaciones
en diferencias finitas puede ser una herramienta potente en el contexto financiero a usar de

manera complementaria a las herramientas clasicas.

6. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha hecho referencia a la importancia de la aplicacién tanto de las ecuaciones

diferenciales como de las ecuaciones en diferencias para la resolucién de problemas econémicos.

Por otro lado, el uso de las ecuaciones diferenciales facilita la modelizacion e interpretacion de
numerosos problemas econémicos, como aquéllos relacionados con la oferta y la demanda, en
problemas de indole financieros; también nos ayudan a determinar las condiciones de

estabilidad dinamica en modelos microeconémicos de equilibrios de mercado o0 nos permiten
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trazar la trayectoria de tiempo de crecimiento en diversas condiciones macroeconémicas, etc.
Con animo de mostrar cémo los modelos basados en ecuaciones diferenciales son empleados
hoy dia en la investigacion econdmica, el lector puede consultar Duffy (2006) y Hernandez et al.

(2009), donde se apuntan algunas de las tendencias actuales.

También podemos encontrar ejemplos de procesos en tiempo discreto, tales como las sucesiones
gue surgen en matematicas financieras. Aunque estos procesos evolucionan con el tiempo, hay
que tratarlos desde un punto de vista discreto; por ello, se utilizan ecuaciones en diferencias,
porque las variables implicadas cambian solo en ciertos momentos concretos de tiempo. Por
ejemplo, si consideramos el valor de una inversién que se compone mensualmente, ésta solo
cambia al final de cada mes, por lo que la sucesién de valores de tal inversion es un proceso

discreto (no puede ser continuo ya que el valor no cambia de un instante de tiempo a otro).

Por altimo, con los ejemplos dados en los distintos apartados de este trabajo (que por supuesto,
no son todos los existentes) se ha querido poner de manifiesto que las ecuaciones diferenciales y
las ecuaciones en diferencias nos ayudan a resolver problemas importantes dentro de la

economia y la administracién de empresas.
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