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RESUMEN

Los objetos de estudio de las ciencias humanas y sociales son intrinsecamente
complejos. Porque es filoséficamente atractiva, y ademds porque ayuda en la
practica a manejar dicha complejidad, una de las ideas fuerza mas influyente a
lo largo de la historia y presente de dichas disciplinas, es la nocién de que la gran
cantidad de manifestaciones empiricas que caracterizan sus objetos de estudio son
expresiones de unos pocos factores que influyen sobre todas las demdas variables.
La correspondiente metodologia estadistica para implementar esas ideas tiene
diferente nombre y difiere en detalles en distintas disciplinas, pero un nombre que
puede ser reconocido en muchas de ellas es el “andlisis de factores”. El primer
objetivo del presente trabajo es presentar un método cléasico de dlgebra lineal,
conocido como la “Descomposicién en valores singulares” (SVD), de manera intuitiva
y a la vez rigurosa a la comunidad de ciencias humanas y sociales. SVD sistematiza
y generaliza la descomposicion en factores de cualquier matriz de datos. Ademas,
el método es de enorme importancia en la era de big data y machine learning, que
influye entodas las dreas de estudio. El segundo objetivo es invitar a cuestionar ciertas
hipotesis en el andlisis de factores tradicional. La SVD revela que los factores son
inherentes a cualquier conjunto de datos estructurados matricialmente; lo crucial es
coémo decaen los valores singulares. Los datos determinardn este decaimiento, con
potenciales repercusiones tedricas profundamente transformadoras.

PALABRAS CLAVE

Descomposicién en Valores Singulares, Andlisis de Factores, Ciencias Humanas y Sociales.

ABSTRACT

The objects of study of the humanities and social sciences are intrinsically complex.
Because it is philosophically attractive, and because it helps in practice to manage
such complexity, one of the most influential central ideas throughout the history
and present of these disciplines is the notion that the large number of empirical
manifestations that characterize their objects of study are actually expressions
of a few factors that influence all other variables. The corresponding statistical

ARTICULOS () OO 1

Ccémo citar: Pernice, S. A. (2024). Descomposicién en valores singulares y andlisis de factores en ciencias humanas y sociales. Revista De Métodos Cuantitati-
vos Para La Economia Y La Empresa, (37),1-29.10.46661/revmetodoscuanteconempresa.8004


https://orcid.org/0009-0003-2860-9934 
mailto:sp%40ucema.edu.ar%20?subject=

Revista de Métodos Cuantitativos para la Economia y la Empresa
N. 37,2024 - ISSN:1886-516X — DOI: 10.4666]/revmetodoscuunteconempresq.8004 - [Pdgs. 1-29]

Descomposicién en valores singulares y andlisis de factores en ciencias humanas y sociales
Sergio A. Pernice

methodology to implement these ideas has different names and differs in detail
in different disciplines, but one name that can be recognized in many of them is
“factor analysis”. The first objective of this work is to present a classical method of
linear algebra, known as “Singular Value Decomposition” (SVD), in an intuitive and
at the same time rigorous way to the community of human and social sciences.
SVD systematizes and generalizes the factorization of any data matrix. In addition,
the method is of enormous importance in the era of big data and machine learning,
which are increasingly influencing research in all areas of study. The second objective
is to invite questioning of certain hypotheses in traditional factor analysis. The SVD
reveals that factors are inherent in any matrix-structured data set; what is crucial is
how singular values decay. Data will determine this decay, with potentially profoundly
transformative theoretical repercussions.
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1. INTRODUCCION

Los objetos de estudio de las ciencias humanas y sociales son intrinsecamente complejos. Por-
que es filoséficamente atractiva, y ademds porque ayuda en la prdctica a manejar dicha com-
plejidad, una de las ideas fuerza mds influyente a lo largo de la historia de dichas disciplinas, es
la nocidén de que la gran cantidad de manifestaciones empiricas que caracterizan sus objetos
de estudio son en realidad expresiones de unos pocos factores que influyen sobre todas las
demds variables.

La correspondiente metodologia estadistica para implementar esas ideas tiene diferente nom-
bre en distintas disciplinas, y la implementacién concreta también difiere en los detalles en di-
ferentes disciplinas, pero un nombre que puede ser claramente reconocido en muchas de ellas
es el andlisis de factores (Harman, 1976).

El método surgié hace mdas de un siglo, originalmente en psicologia, en los trabajos de Char-
les Spearman (1904; 1927), Cyril Burt (1909), Karl Pearson (1901), Godfrey H. Thomson (1938), J.
C. Maxwell-Garnett (1919), Karl Holzinger (1930) y otros. Esos trabajos giraban alrededor de las
ideas de Spearman, quien notando que diferentes tests que median distintos tipos de habilida-
des relacionadas a la inteligencia tenian correlacién positiva entre si, concluyd que debia haber
un factor central que influye en esas diversas capacidades cognitivas. A dicho factor lo llamé
inteligencia general.

En estudios subsiguientes, para explicar mejor los datos, Spearman propuso su influyente “Teo-
ria de los dos factores”, a los que llamé “inteligencia general” y “habilidad especial”. Ademds,
desarrolld métodos matematicos que le permitian encontrar relaciones lineales entre los resul-
tados de los diferentes tipos de tests y esos factores subyacentes, que explicaban gran parte de
la variabilidad de los mismos.

Eventualmente, con datos empiricos mds detallados, comenzé a acumularse evidencia que
sugeria que hay en realidad mas factores detrds de las habilidades que genéricamente llama-
mos inteligencia. Fue entonces natural que, con los resultados de varios tipos diferentes de tests
para muchos individuos, la correspondiente matriz de correlaciones se analizara como objeto
matematico a ser aproximado por matrices mds sencillas, con un ndmero relativamente pe-
queno de “factores” que explicaran la mayor parte posible de la variabilidad de los datos.
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Fue Louis Leon Thurstone quien propuso el criterio del rango de la matriz de correlacién como
base para determinar el nimero de factores comunes (Thurstone, 1931; 1947) y formulé el pro-
blema en términos matriciales, lo que simplific6 mucho el andlisis posterior.

Concretamente, supongamos que d, es el resultado del test tipo ; del i-ésimo individuo, donde
hay n tipos de tests que se le toman a m individuos elegidos al azar en una poblacién mucho
mayor que m. Podemos ordenar dichos resultados en la matriz (1.1)

(1)
dl 1 d12 o dln
D= d.21 d.22 d-2n
dml dmZ dmn

donde los elementos de la columna j se pueden pensar como muestras de una variable alea-
toria representativa de las habilidades poblacionales medidas en el test tipo ;. Restandole a d,
la media de los resultados del tests j (1.2)

(1.2)
1 m
==Y dy j = Lo
m
obtenemos la matriz “centrada” (1.3)
(1.3)
dyy—w dip—py o dy—
D= dy, -_/"l dzz-—ﬂz d2n._:un
dml —H dmZ_iuZ dmn_:un
La estimacién empirica de la desviacién estandar oj es (1.4)
(1.4)
2
Ty S (fw) o

Las variables aleatorias z,=(d . )/o, estdn normalizadas a varianza 1 con media cero. Pasamos
entonces de la matriz D en (11),'0 b en (1.3), a la matriz normalizada z (1.5):
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(1.5)
41 Y1zt Za
- |m oo
Zml Zm2 " Zmn
Spearman propone un modelo del tipo (1.6)
(1.8)

i = aylyj+aph;+ €

e interpreta a 7, como el impacto que tiene la “inteligencia general” en las habilidades medidas
en el test j, a I, como el impacto que tienen las “habilidades especiales” en las capacidades
medidas en el test , 4, y a, respectivamente, como la inteligencia general y habilidad especial
del individuo j, y ¢, es el error asociado a la medicion del test j para el individuo i. La expectativa
de estos modelos es que ¢, tiendan a ser pequenos.

El modelo (1.6) se puede escribir matricialmente como (1.7)

(1.7)
Z =A | + E

mxn mx2 2Xxn mxn

donde la primera fila de I corresponde a la inteligencia general y la segunda a las habilidades
especiales. La matriz A7tiene rango 2, y representa la mejor aproximacion de rango 2 de la matriz Z
ya que los pardmetros se elegian de modo de minimizar la suma de los cuadrados de los errores.

En un modelo de k factores, la matriz 4 tiene dimensiones m X k y la matriz / dimensiones kX n, con
las k filas de 4 linealmente independientes y lo mismo para las k columnas de /. En ese caso la
matriz A7 tiene rango £, y representa la mejor aproximacién de rango & de la matriz Z.

Muchos anos mds tarde, en finanzas, para entender los mercados de capitales, se replicd el
mismo patrén: primero se propuso una teoria de un factor, para luego concluir que varios facto-
res explican mejor los datos. El celebrado CAPM (Capital Assets Pricing Model) es un modelo de
un factor (Sharpe, 1964; Lintner, 1975; Mossin, 1966) para predecir el retorno esperado de activos
de riesgo en un mercado de capitales en equilibrio. Ameritd el premio Nobel de Economia para
William Forsyth Sharpe en 1990 (compartido con Harry Markowitz y Merton Miller).

El modelo se generalizd a modelos de varios factores, por ejemplo en la popular “Teoria de arbi-
traje de precios” (Arbitrage pricing theory) de Stephen A. Ross (2013) y otros modelos multifac-
toriales de Riesgo y Retorno. Tanto el CAPM como los modelos de varios factores forman parte
de la formacién estdndar en maestrias y doctorados con especialidad en finanzas.

En macroeconomia, por ejemplo, en la literatura sobre el ciclo econémico real (RBC, o “real
business cycle”) y el equilibrio general estocéstico dindmico (DSGE o “Dynamic stochastic ge-
neral equilibrium”), tipicamente se modelan unos pocos tipos de perturbaciones (factores) que
afectan a todas las variables como pueden ser productividad, demanda, ofertaq, etc. (stock y
Watson, 2011 y 2015; Bai-Ng, 2002 y 2008).

No es una exageracion decir que esencialmente todas las ciencias humanas y sociales han uti-
lizado, y siguen utilizando, modelos de factores. Las razones se mencionaron antes, pero vale la
pena enfatizarlas. Por un lado, la idea de que unos pocos factores explican muchos datos em-
piricos es filoséficamente atractiva. Por el otro, es computacionalmente mucho mds manejable:
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mientras que la matriz Z tiene m x n elementos, el producto A7 tiene (m + n) X k elementos, lo cual
es una gran ventaja si k < n.

A la luz de la importancia que tiene el andlisis de factores en ciencias humanas y sociales, es
un poco sorprendente que un método cldsico de algebra lineal conocido como “la Descompo-
sicion en valores singulares” (SVD), que sistematiza y generaliza la descomposicion en factores
de cualquier matriz, y que constituye un tema estdndar en cursos de posgrado en matematica
aplicada, no sea parte de la formaciéon esténdar en las mencionadas disciplinas. Si bien su uso
en estas disciplinas muestra una pendiente fuertemente creciente (Athey et al, 2017; Athey e
Imbens, 2019 y referencias en dichos trabajos), en la opinién del autor, entenderlo y manejarlo
con destreza seria de gran importancia para cualquier investigador en estas areas por al me-
nos dos razones.

Por un lado, como se menciond, este método automatiza y generaliza en muchas direcciones
el andlisis de factores.

Si el interés pasa por una matriz con un claro significado estadistico, como lo tienen la ma-
triz D en (11), 0 en D (1.3), o la matriz Z en (1.5), veremos que la matriz varianza-covarianza es
DT[)/(m — 1), Y la matriz de correlaciones es Z'Z/(n-1). Aplicando SVD a estas matrices, que por
caracteristicas especificas de las mismas que se explicardn mds adelante, lleva el nombre de
“andlisis de componentes principales”, uno obtiene automaticamente el andlisis completo de
factores de las correspondientes distribuciones.

Como la matriz original D en (1.1) fue generada a partir de » datos para cada uno de m indivi-
duos, es natural pensar en dichos datos como m vectores en un espacio vectorial de n dimen-
siones. Entonces, en esos casos, al andlisis estadistico se le suma uno geométrico: el andlisis de
factores se reduce a aproximar esa “nube” de datos en R" por sus proyecciones en el “mejor”
hiperplano de k dimensiones.

Pero hay muchos ejemplos de datos en los que no hay una diferenciacion clara de significado
entre filas y columnas, como silo hay en la matriz D, ni hay un correspondiente significado es-
tadistico de los datos. Por ejemplo, imaginemos en una economia una matriz en la que tanto
las filas como las columnas representan personas humanas y juridicas, y el elemento ;; de la
matriz representa alguna medida de cudnto comercian entre si la persona i con la persona ;.
Como SVD funciona para cualquier matriz, con SVD tiene sentido pensar en factores adn para
matrices como esta. Mds adn, la existencia misma de la macroeconomia como discipling, con
sus modelos basados en relativamente pocas variables como trabajo, capital, productividad,
inflacién, etc., depende de que dicha matriz tenga, y mantenga a lo largo del tiempo, un muy
bajo “rango efectivo”.

Una segunda razén para familiarizarse con SVD es que, debido en parte a algoritmos extrema-
damente optimizados para implementarlo, el método es de enorme importancia en la era de
big data y machine learning, que influyen de manera creciente en la investigacion en todas las
dreas de estudio, y las ciencias humanas y sociales no son la excepcion.

Por ejemplo, en aplicaciones de procesamiento de imagenes, como en el cdlculo de “autoca-
ras” (Eigenfaces) para proporcionar una representacion eficiente de imagenes faciales en el
reconocimiento facial (Muller et al,, 2004; Turk y Pentland; 1991a y 1991b).

También en genémica (Alter et al,, 2000; Holter et al,, 2000). En un sorprendente trabajo, Novem-
bre, Johnson, Bryc et al. (2008), literalmente reproducen el mapa de Europa a partir de los dos
factores principales en los vectores genéticos caracterizando las mutaciones de 3000 indivi-
duos europeos. Esto es especialmente sorprendente cuando uno observa que dichos vectores
“viven” en mds de medio milldon de dimensiones.

Tal vez mds sorprendente son los trabajos de procesamiento de Ienguoue natural (Deerwester
et al, 1990). En trabajos recientes basados en matrices de co-ocurrencia de palabras, donde el
elemento ;; de la matriz cuenta la cantidad de veces que las palabras ; y jocurren en un texto a
menos de d palabras entre si (por lo tanto la matriz es simétrica), S|endo esos textos, por ejem-
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plo, articulos de Google News, SVD descubre sorprendentes estructuras semdntica y sintdctica
en subespacios de relativamente baja dimensién (en dimension 100 por ejemplo, cuando las
palabras “viven” en ~ 10.000 dimensiones). Ademds, ha servido para detectar sesgos en dichos
textos, y desarrollar algoritmos para quitarle dichos sesgos. Esto es especialmente importante
dado que tales algoritmos son usados por empresas para preseleccionar curriculum vitae de
manera automatica (Bolukbasi et al., 2016).

SVD también muestra su poder para completar bases con datos faltantes, donde el objetivo es
proporcionar la mejor prediccidn posible de lo que deberian ser esas entradas, ver por ejemplo
(Athey et al, 2017; Athey e Imbens, 2019).

1.1:Qué es SVD?

El teorema fundamental establece que cualquier matriz 4 de dimensiones m x n se puede expre-
sar como el producto de tres matrices (1.8):

(1.8)

T
anVan

A =U

mxn

A

mxm

donde las matrices U y ¥ son ortogonales (matrices cuadradas cuyas filas y columnas son
vectores ortonormales), el superindice “ T * indica traspuesta si la matriz es real y traspuesta
conjugada sila matrizes complejg, y la matriz A es diagonal y semidefinida positiva. Es decir, los
elementos no diagonales de A son todos cero, y los elementos de la diagonal principal 2, son, o
bien positivos, o cero, con tantos valores no nulos como rango & tenga la matriz 4. Los elementos
diagonales de A generalmente se ordenan de mayor a menor 4,2 4,2 ... 2 ] . Es decir, asumiendo
que n 2 m, en cuyo caso necesariamente k < n, (1.9) (1.10)

(1.9)
[ A #== 0 ]
I Twy s
A = UAVT = uI u| 0 owe A ,
mxn - 1 . 0 0 :
| | : —Vy' -
mxXm : :
I O - O | nxn
—_——
mxn
(1.10)
| ||| -A4vi-
= (W Uy :
| L] =4vi-
mxk kxn

donde la segunda igualdad se deriva trivialmente de la primera asumiendo que 4= 0 para
i=k+1,.,n.
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La forma (1.10) de la descomposicién SVD es idéntica a la forma (1.7) utilizada en andlisis de fac-
tores y descartando la matriz de errores E, pero la forma (1.9) es la fundamental. De hecho, (1.10)
no es la Unica manera de darle a 4 la forma (1.7). Por ejemplo, los valores singulares /. pueden
multiplicar a las respectivas columnas de U en vez de las filas de 77, y cualquier combinacion
entre ambas también funciona.

La implementacion de SVD en las librerias de software es estdndar y tremendamente optimi-
zada. Por ejemplo, en Matlab, escribiendo [U, L, V] = svd (A). Matlab devuelve las matrices U, L y
¥ correspondientes a (1.9). Lo mismo ocurre con la libreria linalg de numpy en Python, donde
escribiendo U, s, VT = np. linalg.svd(A, full matrices = False). Python devuelve las matrices U, 77, y s, que es
un vector con los elementos diagonales de A.

Si uno quiere aproximar una matriz 4 de rango k con una matriz de rango ¢ < k, la mejor apro-
ximacion de rango ¢ consiste simplemente reemplazar por cero en (1.9) o (1.10) los valores sin-
gulares 2, para i = ¢ + 1,..., k. “Mejor aproximacion” en el sentido de la norma de Frobenius (1.11):

(1.m)

lAllz= /Y a}
iJ

Es decir, para toda otra matriz B de rango &, (1.12)

(1.12)
IA=UANV' | < A=B |l

donde A, es Aen (1.9) con los valores singulares mas chicos, 4;,i = ¢+ 1,..., k, reemplazados por
cero, Eckart y Young (1936).

La eleccién del rango ¢ de la aproximacion deseada depende del usuario, es decir, £ es un
parédmetro exdégeno en el método SVD.

El tiempo de ejecucion de SVD escala répido, como el menor de O(m’n) y O(n’m), por lo que una
tipica computadora portdatil puede calcular el SVD de una matriz de 5000 x 5000 sin problemas,
pero se le complica con una matriz de 10.000 x 10.000. Si uno se contenta con los mayores k valores
singulares, como es usualmente el caso cuando uno busca la mejor aproximaciéon de la matriz
en k factores en lugar la descomposicion completa, el tiempo de ejecucién de SVD escala como
O(mnk), lo cual es una enorme ventaja si k « m, n Ademds, para matrices especiales (como es el
caso en la mayoria de las aplicaciones) hay algoritmos mucho mas rapidos (Liberty et al, 2007).

Este trabajo tiene dos objetivos. Por un lado, presentar a la comunidad de ciencias humanas
y sociales un método sistematico, conocido como la “Descomposicion en valores singulares”
(SVD), para descomponer cualquier matriz en factores. Aungue un minimo de conocimiento de
dlgebra lineal se asume, el camino elegido tiene como sub-objetivo familiarizar adn mads a la
comunidad mencionada con métodos de dlgebra lineal, de enorme y creciente importancia en
la era de Big Data, y ademds permite introducir SVD de manera natural, donde el lector casi que
va adivinando la forma antes de leerla.

El segundo objetivo, que desarrollaremos en la conclusién cuando se haya entendido el méto-
do, es invitar a cuestionar ciertas hipbtesis subyacentes en el uso tradicional del andlisis de fac-
tores en estas disciplinas. En la opinién del autor, la naturaleza misma de SVD, y los sorprenden-
tes resultados de numerosas aplicaciones recientes, una mindscula parte de las cuales fueron
mencionadas mas arriba, ameritan una revisién critica de tales hipotesis.
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El resto del trabajo se organiza de siguiente manera: en la siguiente seccién definimos la no-
taciéon que vamos a utilizar y recordamos algunos elementos bdsicos de dlgebra lineal que se
asumen conocidos, en la seccidn 3 recordamos las relacion biyectiva entre matrices y transfor-
maciones lineales y derivamos de manera simple la igualdad entre en “rango por fila” y “rango
por columna” de cualquier matriz, en la seccién 4 definimos el producto “outer” entre vectores,
que suele no cubrirse en cursos bdsicos de dlgebra lineal y resulta fundamental para entender
SVD de manera intuitiva, en la seccién 5 derivamos SVD, en la seccion 6 clarificamos la rela-
cién entre SVD, el andlisis de factores y el andlisis de componentes principales. Finalmente, en
la seccidn 7 resumimos el trabajo y, como mencionamos antes, analizamos ciertas hipotesis
subyacentes en el uso tradicional del andlisis de factores en estas disciplinas, invitando a una
revision critica de tales hipbtesis.

2. NOTACION

Se usa letras mindsculas en negrita “v” para vectores, letras mindsculas “a” para escalares, y
mayudsculas “4” para matrices. A menos que se especifique lo contrario los vectores son “co-
lumna”, y si queremos referirnos a vectores “fila” lo hacemos explicitamente con el simbolo de
traspuesto v'.

A los vectores de la base “candnica” la denotamos ¢, donde n es la dimension del espacio
vectorial subyacente. Por ejemplo, en R? tenemos (2.1):

(27)
1 0 0
€13=|0), €3=|1] é33=10
0 0 1

Vamos a usar la notacién matricial v'w para el producto escalar entre vectores, a los que pen-
samos como matrices n x 1. Por ejemplo, para vectores en R2 (2.2):

(2.2)

Tw — (V, V Wi —
vw=( W) Wy =W+ VW,
Con el producto escalar definimos la “norma”, o magnitud, o longitud de vectores como (2.3)

(2.3)

IVl =vvTv
y la distancia entre dos vectores ve w como [ v-w |,

Con el producto escalar (2.2) el @ngulo ¢ entre dos vectores vy W € R" es el angulo que tiene
por coseno (2.4)
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(2.4)
.
V' W
cos = ————
v Il Il wll

De (2.3) vemos que v/ Il v I, y w/ Il wll, tienen norma 1. Si el producto escalar entre dos vectores es
cero, cos §=0, es decir 6 es /20 3n/2 y los vectores son ortogonales (o perpendiculares).

Si v tiene norma 1,v’w es la proyeccién de w en la direccidn de v, y (viw)v es un vector que apunta
en la direccién de v y su norma es el valor absoluto de la proyeccidn de w en la direccion de v.

Dada una matriz real 4 “cuadrada”, es decir, A € R™", la misma es simétrica si el elemento
a,=a,es decir, si A" = 4. Una matriz cuadrada genérica de n x n tiene »n* elementos indepen-
dientes. Si es simétrica, tenemos los n elementos de la diagonal por un lado, y de los restantes
n*-n=n(n- 1) elementos, solo la mitad son independientes. Entonces hay n + n(n - 1) /2= n(n + 1)/2
elementos independientes.

Dada una matriz cuadrada 4, un vector v, no nulo se llama “autovector” (o vector propio), yunes-
calar /4 es el correspondiente “autovalor” (o valor propio), si satisfacen la siguiente ecuacion (2.5)

(2.5)
AVi = ’liVi

Todas las librerias de software numeérico tienen funciones que calculan autovalores y autovectores.

Para una matriz real cuadrada genérica 4, en general, tanto los autovalores como las coorde-
nadas de los autovectores son nimeros complejos. Pero si la matriz es simétrica resulta que
varias propiedades se satisfacen:

1. Tanto los autovalores como las coordenadas de los autovectores son ndmeros reales.

2. Si la matriz es de n x n, hay exactamente » autovalores y » autovectores (si dos o mdas
autovalores soniguales esto sigue valiendo con ciertas aclaraciones, pero sonirrelevantes
para nuestros propositos.)

3. Los autovectores (o vectores propios), pueden elegirse ortogonales entre si, y de norma 1.
Es decir, si v, y v, son dos autovectores diferentes, entonces v'v.=0,y vv, = 1.

3. RANGO PORFILAS Y POR COLUMNAS DE UNA MATRIZ

Un resultado clasico de dlgebra lineal es que para cualquier matriz A € R™*", el nUmero de filas
linealmente independientes es igual al nUmero de columnas linealmente independientes.

El nUmero de filas linealmente independientes se conoce como “rango por filas”, y el nGmero de
columnas linealmente independientes se conoce como “rango por columnas”. Entonces, otra
manera de presentar el resultado mencionado en el pdrrafo anterior es:

rango por filas de A = rango por columnas de A = rango de A

Si la matriz A multiplica por izquierda a un vector v € R", devuelve un vector w = Ay € R". Mdas
generalmente, una matriz A se puede pensar como una funcion lineal que transforma un vector
v perteneciente a un espacio vectorial V en otro vector w perteneciente a un espacio vectorial W.
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Figural. dimV =dimV + dimV,,y dimV, = dimW

AV, T W

fvy)

f(vy)

Fuente: Elaboracién propia.

Consideremos el conjunto ¥V, c V'talque siv, €V,, A(v,) =0, ver figura 1. V, es un subespacio vecto-
rial de v (siv,,yv,,€ 7, lalinealidad del producto matriz por vector implica A(a,v, , +a,v,,) = 0, por

loque av,, +a,v,,) € ¥, V,s€ conoce como espacio nulo de A, o N(4).

Todo elemento v € V/ se puede expresar de manera Unica de la forma v=v, +v, donde v, perte-
nece al complemento ortogonal de 7, al que llamamos 7,y v, € V.. En general, en un espacio
con producto escalar, el complemento ortogonal de un subespacio es también un subespacio.
Se dice que ves la“sumadirecta”de ¥,y V, V=V, @ V,V,NV,={0},y v{v, = 0.

Ya sabemos que laimagen de ¥, es {0}, consideremos ahora la imagen de ¥, a la que llamamos
W, c W, ver Figura 1, es decir, (3.23

(3.2)

Wy={weW/3veV, Ay =w}
Un resultado estandar de élgebra lineal es, (3.3)

(3.3)

Por mads informacién sobre este resultado, ver por ejemplo D. C. Lay (2007).

Para ver la implicancia de este resultado conviene recordar dos maneras diferentes de mirar el
producto matriz por vector. La primera es mirando a la matriz como un conjunto de filas (3.4):

(3.4)

—f] - flv
w=Av = : v=]| :

—f1 - flv

cada componente es el producto escalar del correspondiente vector fila de 4 con v.
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Vimos que todo elemento v € V = R" se puede expresor de manera Unica de la forma v=v, +

ydondev, €V, v, €V, =N() es el espacio nulo de 4,y v,"v, = 0. La expresion (3.4) hace epr|C|to
que para todo elemento V,E V, = N(4), Av, =0, si y solo si fTv =0 para todo i = 1,...,, m. Es decir, v.es
ortogonal a los vectores Cuyos tromspuestos son las filas de 4, porloque Vv, es eI subespacio de
R" linealmente dependiente de dichos vectores y V, es el subespacio de R” ortogonal a 7. El
rango por fila de 4 es entonces la dimension de V.

La segunda manera de mirar al producto matriz por vector es mirando a la matriz como un
conjunto de columnas (3.5):

(3.5)
| | Vi
W = AV = cl oo Cn E = vlcl + - 4 vncn
| | [\ Vn

El resultado es una combinacién lineal de los vectores columna de 4 con coeficientes iguales a
las componentes de v. El rango por columna de A, es decir, el nUmero de columnas de 4 lineal-
mente independientes, es entonces la dimension de W, ver Figura 1.

Pero como mencionamos, dim#, = dim#,, por lo que el rango por columna ded =rango por fila de4
=rangoded. Es decir, el subespacio de todas las combinaciones lineales de las filas de 4 tiene
igual dimension que el subespacio de todas las combinaciones lineales de las columnas de 4
. O, equivalentemente, el nUmero de filas linealmente independiente es igual al nUmero de co-
lumnas linealmente independientes, independientemente de cudnto sea m y n. Este resultado
no es del todo intuitivo a partir de lo visto hasta este punto. Se volverd intuitivo cuando veamos
una tercera manera de mirar a las matrices: como suma de productos “outer”, el tema de la
siguiente seccion.

4. PRODUCTO “OUTER"”

Llamamos producto “outer” entre un vector v € R™y otro vector w € R"a (4.1)

(4.)
v, nWwp viwp e VW
. oWy V»pwp o e MW
VWT = : (Wl coe Wn) — . . ) . n = Rmxn
v : : :
m
VW1 VWo = VW,

Es decir, el producto outer es simplemente el producto matricial entre la matriz m x / asociada al
vector v y la matriz / x n asociada al vector w", siendo el resultado una matriz de m x n de rango
igualal.

Por ejemplo, (4.2)
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Siguiendo con este ejemplo, queda claro que cualquier matriz 4 de 2 x 3 puede escribirse como
una combinacién lineal de productos outer de las correspondientes bases canénicas (4.3):

(4.3)
ay ap a3 L& . LT
A= < > =2 X a;j€i2€j3

Qy) dpp dp3

En general, si & _, i = 1,..,m, denotan a los vectores de la base canénica en R™ y & ) = Leun, @
los vectores de Ta bose candnica en R", cualquier matriz 4 de m x n puede escribirse como una
combinacion lineal de productos outer de las correspondientes bases candnicas (4.4):

(4.4)
ap 4y o 4y
ayp Ayt dyy & & AT
A= . . . . Z Z az; i,m%jn
i=1 j=1
A1 A 0 Ay

La matriz A se puede escribir de infinitas maneras diferentes como combinacion lineal de pro-
ductos outer. Nos enfocamos en dos.

Mirando a la matriz 4 como un conjunto de » vectores columna, cada uno en R™ (4.5)

(4.5)

A =|¢ = ¢ =]:+1Q 0 ... 0O++] ¢ |O .. 01

= J 1 cJeJ n»

donde (¢), = a,. Es decir, el elemento i del vector columnaj es (c), = a,;

De manera andloga, mirdndola como un conjunto m vectores, cada uno en R", cuyos trans-
puestos corresponden a las filas de 4 (4.6):

(4.6)
-] () :
A = 5 = . (all e Clln) + - + (:) (aml een amn)
—fT— )
m 0 1
=2, &imf]

donde (f), =a,. Es decir, el elemento j del vector filaies (), =a,

Veamos el efecto de multiplicar por derecha un vector columna por el producto outer entre dos
vectores (asumimos que las dimensiones son correctas) (4.7):
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(4.7)
(xy')z=x(y'z)

Como todo producto matricial, el producto outer satisface la propiedad asociativa. La Gltima
igualdad, sin embargo, tiene gran utilidad, porque el producto escalar entre y y z va a ser cero si
esos vectores son ortogonales. Es decir que el efecto de la matriz xy™ sobre el vector z es multipli-
car escalarmente a z por y y al escalar resultante multiplicarlo por el vector x. El resultado tiene la
direccion de x. Por lo tanto, siy = x y [ x | = 1,xx" es un proyector en el subespacio generado por x.

De la misma manera, multiplicando por izquierda un vector fila por el producto outer entre dos
vectores (nuevamente asumimos que las dimensiones son correctas) es (4.8):

(4.8)
2 (xy") = (2'x)y!

Ademds de la propiedad asociativa por derecha y por izquierda, es facil ver que el producto
outer satisface las siguientes propiedades (4.9):

(4.9)

xyDT =(yx")
(y+z)xT =yx' +zx"
x(yT+27) =xy"+xz7
clxy™) = (cx)y" =x(cy")

Prometimos en la seccién anterior que el hecho de que hay igual nimero de filas y colum-
nas linealmente independientes, o, equivalentemente, que dimV, = dim#,, se volveria intuitivo con
productos outer. Veremos ahora que las propiedades (4.9) es todo lo que necesitamos para
convencernos de este resultado.

Supongamos que el rango por fila de la matriz A € R™*" es k. Claramente k <n porque las filas
de 4 son vectores en R" transpuestos, y hay como madximo » vectores linealmente indepen-
dientes en R". Ademds k <m porque hay solo m filas.

Mirando a la matriz 4 en la forma (4.6), supongamos, sin pérdida de generalidad, que las prime-
ras k filas son linealmente independientes y las filas & + 1,..., n son linealmente dependientes de
las primeras , es decir (4.10)

(4.10)

k / .
f,]= Zf'; i,]=k+1,...,m
1

=

donde los escalares /', i = 1,.... k,j=k+ 1,..., m son Gnicos. Entonces, de (4.6) (4.11)
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Insertando (4.10) en el Gltimo término de (4.11), y usando las propiedades (4.9) del producto ou-
ter (4.12)

(4.12)

m R T k m . T
Y &mfj =2 | X Sfi&m]f;

j=k+1 i=1 \j=k+1
Reemplazando esta expresion en (4.11), usando nuevamente las propiedades (4.9), (4.13)

(4.13)

e
I
M-

1

k m . k m .
éi,mf;r"' Z < Z fjléj,m>f;r = Z <éi,m+ 2 f;éj,m>f;r

1 i=1 \ j=k+1 i=1 j=k+1

En esta Gltima expresion es una suma de k productos outer. Por hipétesis, los vectores f, son li-
nealmente independientes, y los vectores (4.14)

(4.14)

m .
pl = éi,m + Z f;ej,m’ 1= 1""’k
j=k+1

obviamente también lo son, ya que los & _son los primeros & vectores de la base candnica de
R™. Entonces, en (4.13) logramos expresar a la matriz 4 como una suma de k productos outer
(es decir de k matrices de rango uno) de la forma (4.15)

(4.15)

k
A=Y Pif;r

i=1
donde los & vectores p; € R™ son linealmente independientes y los k vectores f; € R" también

lo son. (4.15) inmediatamente implica que dim?, = dim#7,. Por hipotesis sabemos que dimV, =k, y
para todo vector y € R" (4.16),

(4.16)

k
Av = Z pl(f;rV)

i=1
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es una combinacién Iinedl de los k vectores p.. Variando v en ¥, podemos hacer que los k pro-
ductos escalares f'v.i =L...., £, adquieran cuolqmer valor deseodo por lo que cubrimos toda po-
sible Comb|n00|on Ilneql de los k vectores p; € R™. Como los p, son linealmente independientes,
se sigue que dim/7, también es k.

Un argumento andlogo muestra que si tenemos k columnas de 4 linealmente independientes,
entonces tiene que haber « filas linealmente independientes, o, que si dim 7, =k, entonces dimV, = k.

Finalizamos esta seccidn expresando el producto de matrices en términos de productos ou-
ter. Supongamos que la matriz C € R™*" es el producto de la matriz A € R™*? por la matriz
B € RP*". Entonces, el elemento ij de C es (4.17)

(417)

[1

)y aikbkj
k=1

Consideremos, por ejemplo, el elemento k=2 en la suma en (4.17): a,b,. Es el elemento i-ésimo
de la columna 2 de la matriz A, multiplicado por el elemento j- eS|mo de la fila 2 de la matriz B.
Esto, a su vez, se puede pensar como el elemento ij del producto outer entre el vector a, € R™*!
correspondiente a la segunda columna de 4 y el vector b, € R™!, cuyo transpuesto es la fila 2
de la matriz B. En otras palabras, (azsz)ij = ai2b2j' Entonces, la suma en (4.]7), expresada en térmi-
nos de productos outer, es (4.18)

(4.18)

| || |-bI-

5. DESCOMPOSICION EN VALORES SINGULARES

Como vimos, la expresion (4.15), valida para cualquier matriz A de rango %, inmediatamente im-
plica que dim¥, = dimW . Como veremos, la descomposicion en valores singulares simplemente
requiere probar que A se puede escribir como la suma k productos outer donde, ademds, los &
vectore {p} y los k vectores {f} se pueden elegir simultGneamente ortonormales. Empecemos el
andlisis con matrices de 2 x 2.

En la figura 2 vemos que generando una matriz D al azar, las matrices simétricas y semidefini-
das positivas DD™ DDAT y D™D tienen obviamente autovectores ortogonales, pero no es obvia la
relacién entre ellos, como se ve en las diferentes figuras. Sin embargo, los autovalores de ambas
matrices siempre son iguales. Tratemos de entender por qué esto es asi.

DD es simétrica, ya que (DD")=(D")'D" = DD, por lo que sus autovalores son reales y sus autovec-
tores son reales ortogonales. Ademds, dado cualquier vector v, la norma al cuadradode  w=D'v
es w'w=v'DD'v >0, por lo que DD' es semidefinida positiva. Mismas conclusiones valen para D™D.
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Figura 2. Matriz D generada al azar con valores surgidos de una normal
N(0,1) (D = np.random.randn(2,2) en Python numpy.)
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025 \
|
I -
o 015 om0 o= 0 08 015 1 02 05 075 10
|
025 /
050 Vi
/”
. =075 I
~toel—" L e e

autovalores de D D°T = [B.16627234 5.81832929]

autovaleres de D D*T = [8.1167984 1.63953816]
autevalores de D°T D = [8.16627234 5.81832929]

autovalores de D°T D = [8.1167084 1.63953016]

Fuente: Elaboracién propia.

Nota: Las matrices simétricas y semidefinidas positivas DD™ y D™D tienen autovectores ortogo-
nales, pero no obvia relacién entre ellos, como se ve en las diferentes figuras. Sin embargo, los
autovalores de ambas matrices siempre son iguales.

Los autovectores y autovalores de DD y D™D satisfacen las siguientes ecuaciones (5.1) (5.2)

(5.1)

D'Dv;=%v;, i=0,1

K
(5.2)
DD"w; = ()iw;, j = 0,1

Escribimos los autovalores como el cuadrado de un nimero real porque sabemos que son no
negativos. La Figura 2 indica que, aunque generamos las matrices D al azar, podemos ordenar
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los autovalores de D™D y DD™ de modo que A2 = (1')% ¢Como podemos entender esto? Conside-
remos por ejemplo (5.2), y multipliquemos por izquierda por D7 (5.3):

(5.3)

D'(DD")w;= (D'D)(D'w;) = 27(D"w,)

comparando (5.3) con (5.1) e identificando a v, con D™ w, explicamos por qué 12 = (1) y ademds
descubrimos una relacidn entre los autovectores de ambas matrices que no era obvia desde
la figura 2 (5.4):

(5.4)

vix DTw, A2 = (1)}

Ponemos el signo de proporcionalidad y no el de igualdad porque nada asegura que D™w, esté
normalizado a uno si w, lo estad.

De la misma manera, multiplicando con D por izquierda a (5.1) llegamos a la conclusién de que (5.5)

(5.5)
T 2 _ 2
W, x D'v, ()] =4
Acabamos de encontrar una relaciéon interesante entre los autovectores de DD™ y D™D. Como
mencionamos, estas matrices son simétricas, por lo que sus autovectores normalizados a uno

forman bases ortonormales de R2. Ademds, son semidefinidas positivas, es decir, sus autovalo-
res son positivos o cero (5.6) (5.7).

(5.6)

{vi} basede R®, v[v,=35;, D'Dv;=17v; 47 >0,i =0,1,

ij
(5.7)

{w;} base de R?, wl.ij =38, DD'w,;=2A*w, A7 >0,i =01,

ij»

esto significa que admiten la siguiente descripcion en términos de productos outer (5.8) (5.9):

(5.8)

1
T _ 20 T
D'D =} Avy,

i=0

(5.9)

i
DDT =Y Mww!

i=0
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Por ejemplo, los autovectores y autovalores determinan univocamente a la matriz D™D, y

1

D'Dv, = Z Oxllzv (V v> = /12
; i=

Mirando las expresiones (5.8 5.9) resulta casi obvio que Dy DT se pueden escribir asi (5.10) (5.11):

(5.10)

D =¥ i(=w) (V)

i=0

(5.1)
DT = ,-é) /1j<ivj> <iij)

donde 4 es la raiz real no negativa del nimero real no negativo A2 La restriccion de que los vecto-
res de las bases {viyi{wien (5.6-5.7) estén normalizados a dejo ambiguo un signo <1, pero algu-
na de las 22=4 combinaciones tiene gue ser correcta. Sean cuales sean los signos correctos (5.12),

(5.12)
DDT = ZLO 2}:0 ﬂiﬂj(iwi)(iv?)<ivj> (iw})
= ZLO Arwow!

recuperamos (5.9). En (5.12) usamos la propiedad asociativa y (=v,") (xv)=1sii=j,00sii = . Lo
mismo vale para DTD.

A partir las expresiones (5.8-5.9) obtuvimos (5.10-5.11) con una ambigtedad de signo, pero, in-
dependientemente del signo, a partir de (5.10-5.11) recuperamos (5.8-5.9). Esto indica que po-
demos elegir el signo de los autovectores {w} de DDy {v} de DD de modo que (5.13) (5.14)

(5.13)

!
D =% iwy
i=0

(5.14)

Zlvw

Como indicamos en el comienzo de esta seccion, expresiones (5.13-5.14) era lo que buscdba-
mos, son andlogas a (4.15), pero con {p} y {f}ortogonales. (5.13) y (5.14) son la descomposicion
en valores singulares de las matrices D y DT respectivamente.

A pesar de que fue derivado para matrices de 2 x 2, todas las operaciones realizadas valen para
matrices reales de cualquier dimension finita D € R™X".Enese caso DP' € R™*™ mientras que
D'D e R"™". Pero como vimos en la seccion 3 en general, y en la seccién 5 en términos de pro-
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ductos outer, dim#, =dimV , 0 el nGmero de filas linealmente independiente es igual al nGmero de
columnas linealmente independientes, independientemente de cudnto sea m y n. Esto implica
que si,por ejemplo, n < m, DD va a tener el menos m - n autovalores nulos y las expresiones (5.13-
5.14) siguen valiendo incluyendo en la suma solo los “valores singulares” /. no nulos.

En libros de texto, y en librerias de software como linalg de numpy, la descomposicion en valo-
res singulares de una matriz D € R™*" suele presentarse indicando que la matriz D se puede
escribir como (5.15)

(5.15)

D =USV"

donde V € R"™", con sus columnas dadas por los vectores ortonormales v, de modo que las filas
de 7" son viT, U € R™™ con sus columnas dadas por los vectores ortonormales w, y D € R™*"
con los elementos de la diagonal principal iguales a los valores singulares positivos 4.y todos los
demads elementos iguales a cero.

Es facil ver que la expresion (5.15) es equivalente a (5.13). Recordando la ecuacion (4.18) para
productos de matrices, asumiendo que el rango de D es p, (5.15) implica (5.16):

(5.16)

| I [4 = O]]-ViT- »
D=USV =W = Wyl [+ : S A A

| | 0 ,1]7 —Vp T— k=1

Finalizamos esta seccién notando que si bien la descomposicion en valores singulares vale
para cualquier matrizV € R"*", en la prdctica es especialmente Gtil cuando relativamente po-
cos valores singulares /4, son mucho mayores que el resto. Supongamos por ejemplo que, como
ocurre en (5.16), el rango de D es p pero los primeros s « p valores principales son mucho mayo-
res el resto, en ese caso, para muchas aplicaciones (5.17),

(5a7)

p s
D = Z ﬂkaVlI ~ Z ﬂkka;(r, S <<p
k=1 k=1

suele ser una excelente aproximacién de D y mucho mas facil de analizar.

Como fue adelantado en la introduccién, se puede probar que (5.16) es la mejor aproximacion
delamatriz D € R™ de rango p con matrices de rango s, en el sentido de que minimiza la “dis-
tancia Euclidiana” en el espacio de las matrices de R"*" (o norma de Frobenius) (5.18):

(5.18)

IDlr=_|X d;
i,J

Es decir, para toda otra matriz B de rango s (5.19),
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(5.19)

N
ID- X Akwkvl—(r I <ID-Blg
k=1 F

Aunque esta seccidn pretende ser autocontenida, para el lector interesado, Stewart (1993) es
una referencia interesante sobre la historia de la SVD.

6. RELACION ENTRE SVD, ANALISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES Y ANALISIS
DEFACTORES

Antes de atacar de manera directa el tema de esta seccidn, es conveniente entender qué pasa
con SVD cuando se aplica a matrices simétricas.

Recordemos que en la introduccién vimos que para una matriz real cuadrada y simétrica 4, los
autovectores, y autovalores (6.1)

(6.0)
AVi = /1iVi

son reales, hay » de ellos, y se pueden elegir ortonormales (6.2) (6.3):

(6.2)

T _ . .
Vi vi=0s1 i #)

(6.3)
v;rvi =1lsii=1,-,n
Comparando esto con la Gltima igualdad en (5.16), notamos que para el caso de matrices rea-
les y simétricas, los vectores singulares por derecha v, y por izquierda w, tienen que ser iguales

entre si e iguales a los autovectores v, y los valores singulares A tienen que ser los autovalores
de 4. Es decir, 4 se tiene que poder escribir como (6.4)

(6.4)

A=Y 4wy

i=1

de modo que cuando actla sobre un autovector v, tenemos (6.5)
(6.5)

Av; = > ﬂivi<viij) = 4V

i=1
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donde en la Gltima igualdad usamos (6.2-6.3). Como el producto matriz por vector es lineal, la
validez de (6.4) para los n autovectores linealmente independientes v, asegura que dicha ex-
presidn vale en general.

La expresion (6.4) es muy parecida a las ecuaciones (5.8-5.9), pero en estas Gltimas expresio-
nes /2> nunca es negativo, mientras que los autovalores de 4 en (6.4) pueden ser negativos: que
4 sea simétrica asegura que los 4. sean reales, pero pueden ser negativos.

Pero parte de la definicion de SVD en (5.16) es que los /. sean no negativos. Esto se arregla muy
facilmente: supongamos que en la expreS|on (6.4) el sumando k-ésimo tiene 4, negativo, enton-
ces, simplemente cambidndoles el signo a /, y a unv, tenemos (6.6):

(6.6)
/IkaVi(r = (—Ak)(—vk)Vi(r

donde -, es positivo. Si hacemos esto con todos los autovalores negativos recuperamos la ex-
presion SVD en (5.16), que si bien demandaba que los 2, sedn positivos, no demandaba que los
vectores singulares por derecha y por izquierda sean |guoles

En cualquier caso, si v, es un autovector de 4, - v, también es un autovector de 4 con el mismo
autovalor, linealmente dependiente de v, es deC|r estd en el mismo subespacio lineal que v,
Como se verd en unas lineas, esto habilita una interpretacion geométrica muy Gtil de SVD paro
el caso en que la matriz 4 es cuadrada n x n y simétrica: la mejor aproximacion de rango ¢ de
la matriz 4 es la proyeccién ortogonal de los vectores columna (o filg, es indistinto) que viven en
R" sobre el “mejor” subespacio de dimensiéon ¢ .

Resumiendo, para matrices simétricas, en la expresidn general (5.16) de SVD, los vectores sin-
gulares por derecha e izquierda correspondientes a autovalores no negativos son iguales entre
si e iguales a los autovectores de la matriz, y los vectores singulares por derecha e izquierda
correspondientes a autovalores negativos también son autovectores de la matriz, pero difieren
entre si en un signo menos.

Como vimos en la introduccién, en andlisis de factores en las ciencias humanas y sociales, tipi-
camente tenemos una matriz D de datos empiricos donde, retomando el ejemplo usado en esa
seccion, el elemento d, es el resultado del test tipo ; del i-ésimo individuo, hay » tipos de tests
que se le toman am individuos elegidos al azar en una poblacién mucho mayor que m. A partir
de D obtenemos la matriz “centrada” D (1.3) restdndole a cada elemento d la media 1, de los
resultados del tests ;. Y, dependiendo de la aplicacién, normalizGbamos las columnas a varianza
1 obteniendo la matriz Z en (1.5), para finalmente realizar el andlisis de factores de dicha matriz.

Este Gltimo paso no siempre se realiza, porque los diferentes valores de las varianzas de las va-
riables aleatorias muchas veces es parte importante de la sefial que queremos capturar, y en lo
que sigue suponemos que no normalizamos las columnas a varianza 1. En cualquier caso, todo
lo que sigue continda valiendo si decidiéramos normalizarlas.

Recordemos (1.4) para la estimacién empirica de la desviacién estandar o, (6.7)

(6.7)

2 1 m d 2_ 1 ~T ~
Vay = =25 X (dy=n) == (0'D)

y la estimacién empirica de la covarianza es (6.8)
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(6.8)

1 T =~

1 m
m—1 .2

—_

Es decir, toda la informacion estadistica de segundo orden estd encapsulada en la matriz DD
. Pero vimos en la seccién 5 que una mattriz de la forma /' fj- a) es cuadrada, b) es simétrica, y
c) es semi-definida positiva. Es decir, sus autovalores nunca son negativos.

Mds adn, la manera como la derivamos hizo explicito que si la SVD de la matriz D) es (6.9)

(6.9)

i=0
la SVD de la matriz D' D es (6.10)

(6.10)

AT & 120 T
D D=} AV,
i=0

Es decir, los vectores singulares por derecha de [) son los autovectores de la matriz varianza-
covarianza, y si Z es un valor singular de D, A7 es el corres;?ondiente autovalor de la matriz va-
rianza-covarianza. Dado que A2 nunca es negativo, para p P los vectores singulares por dere-
cha'y por izquierda coinciden incluso en los signos, y son ortonormales entre si como en (6.2-6.3).

Expresada la SVD de D en la forma (5.15), recordando que la traspuesta de un producto de ma-
trices es el producto en orden inverso de las traspuestas y que (V)" = ¥, tenemos (6.11)

(6.11)
D'D=vsuTUusvT = vs2yT

=/

donde U'U es igual a la matriz identidad porque las columnas de U (filas de UT) son vectores
ortonormales. Dado que la matriz S es diagonal con elementos 7, ver (5.16), la matriz $* también
es diagonal con elementos /2. Es decir, obtenemos el mismo resultado que en (6.10) utilizando
la forma (5.15) de SVD.

La expresion (6.11) de la matriz varianza-covarianza (proporcionala D' D ) de la matriz de datos
D se conoce como “andlisis de componentes principales” (PCA) de ). Como vemos, no es otra
cosa que SVD aplicado a pT j, ver por ejemplo, Jolliffe y Cadima (2016).

Pero dado que los vectores singulares por derecha y por izquierda de ' jy son idénticos, ade-
mdas de la interpretacion estadistica que acabamos de ver, PCA tiene una interesante interpre-

tacién geométrica: recordando que por ser ¥ ortogonal, V'V = V'V = I, multiplicando ' f) en
(6.11) por izquierda por V' y por derecha por ¥ obtenemos (6.12):
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(6.12)
§? = VT<DTD>V

Siendo ¥ ortogonal, se puede mostrar que ¥ implementa enR" una suerte de “rotacion” (pueden
también ser reflexiones, en general se llaman “transformaciones ortogonales”), y que el produc-
to del lado derecho de la igualdad en (6.12) es exactamente como se “ve” la matriz ' fy en el
sistema de coordenadas rotado por ¥, que transforma la base candnica en la base de autovec-
tores de j)' jy. En ese sistema de coordenadas, dicha matriz es la matriz diagonal $* en el lado
izquierdo de la igualdad en (6.12).

Estadisticamente significa que la matriz 7 transforma las variables aleatorias muestreada en
las columnas de D, que en general tienen covarianzas (6.8) (o correlaciones) no nulas entre si,
en variables aleatorias independientes (por lo menos hasta segundo orden).

Por supuesto podemos hacer el mismo tipo de aproximacion de bajo rango de la matriz varian-
za-covarianza (6.10), o (6.11), simplemente reemplazando los 1 — ¢ valores singulares 1’ mds
pequefios por cero, obteniendo de esa manera la mejor aproximacion de rango ¢ de la matriz
varianza-covarianza, ver (5.18-5.19). Vemos entonces que en el hecho de que esta aproxima-
cion tiene sentido, se basa la idea de andlisis de factores, tan influyente en las ciencias huma-
nas y sociales.

La “mejor aproximacion de rango ¢ “ de la matriz varianza-covarianza, que ya fue explicada en
general en la seccidn 5, para esta matriz cuadrada, simétrica y semidefinida positiva, en la que,
por lo tanto, el espacio fila y columna (ver seccién 3) son en realidad el mismo espacio R" don-
de viven los datos, implica dos nuevas interpretaciones complementarias y consistentes entre
si (recordemos que las filas de D son m puntos-dato que viven en R".)

Mirada desde R" que, de nuevo, es a la vez el espacio fila y columna de ), la mejor aproxima-
cién de rango ¢ es la mejor proyeccién de los mi puntos-dato dados por las filas de ) en el
“mejor” subespacio de £ dimensiones. Mejor en el doble sentido de ser el subespacio de ¢ di-
mensiones que captura la mayor varianza de los datos, explicando la mayor variabilidad de los
mismos, y mejor en el sentido de ser el subespacio de £ dimensiones que minimiza la distancia
al cuadrado de los puntos a dicho subespacio. Es decir, PCA es la mejor reduccion dimensional
lineal de los datos originales, y muchas veces conduce a una mejor interpretacion de estos.

Mas alléd de que por lo expresado en esta seccién queda claro que se pueden calcular numé-
ricamente los componentes principales de una matriz usando el software de SVD indicado en
la introduccién, hay software especifico que puede resultar mds conveniente, ver por ejemplo
https://la.mathworks.com/help/stats/pca.html en Matlab, o https://scikit-learn.org/stable/mo-
dules/generated/sklearn.decomposition.PCA.html en la biblioteca scikit-learn de Python.

7. EJEMPLO NUMERICO

En esta seccién se presenta un simple ejemplo numérico de lo visto en este articulo. El entorno
es Jupyter Notebook de Anaconda.
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Figura 3. Generacion de datos y datos centrados

n 3

m 6

np.random.seed(1978)

D = 1@*np.random.rand(m,n)

print("Matrix original de datos = \n", np.round(D,2))

Matrix original de datos =
[[8.48 4.97 9.16]
[3.32 1.7 1.22]
[7.97 7.55 2.32]
[3.48 0.4 6.87]
[5.7 5.96 1.59]
[6.86 6.21 3.91]]

mu = np.mean(D, axis=8)
print("Medias de las columnas =

"

, np.round(mu,2))

Medias de las columnas = [5.97 4.46 4.18]

D_tilde = D - mu
print("Matriz centrada = \n", np.round(D_tilde,2))

Matriz centrada =
[[ 2.51 ©.5 4,99]
.65 -2.77 -2.96]
3.09 -1.86]
9 -4,06 2.69]
7 1.49 -2.59]
.89 1.75 -0.27]]

En la primera celda de la Figura 3 generamos una matriz 6x3 de datos. Cada elemento de la
matriz D (“matriz original de datos”) es una muestra de una variable (pseudo)aleatoria que
toma valores entre 0 y 10 con densidad de probabilidad constante. Se incorpora la “semilla”
np.random.seed() por replicabilidad. En la segunda celda calculamos la media de cada colum-
na (axis = 0). En la tercera celda se calcula la matriz centrada [): D_tilde = D - mu (se hace uso
de Python broadcasting, ver https://numpy.org/doc/stable/user/basics.broadcasting.html). se
pudo haber colculodo la SVD de la matriz D, pero se la centro primero para comparar luego con

el cdlculo PCA de D D.

Figura 4. Calculo de la SVD de la matriz centrada con la funcién svd de la biblioteca linalg de numpy.

U, 1, VT = LA.svd(D_tilde, full_matrices=True)

print("U.shape, s.shape, VT.shape =\n",U.shape, l.shape, VT.shape)
U.shape, s.shape, VT.shape

print(“valores singulares = 1 =", np.round(1,2))

print("U = \n",np.round(U,2))

print("VT = \n",np.round(VT,2))

U.shape, s.shape, VT.shape =

(6, 6) (3,) (3, 3)
valores singulares = 1 = [7.73 7.38 8.75]
U=
[ 8.4 ©.76 -©.32 -0.06 ©.55 0.13]
3 -8.57 -8.57 -0.85 @.34 @
53 -0.04 -8.3 0.79 -8.01 @.
7 @.09 @.34 @.61 @.e7 a.
26 -9.29 98.49 0.1 @.76 -0.
25 9.86 ©.36 -9.86 -9.98 0.
v
[-8.47 -0.79 ©.38]
44 @.16 ©.88]

[
[
[-
[
[-
[-
=
[
[
[-8.76 ©.59 ©.28]]

e.
-9,
a.
-0.
a.
a.
-0,

ARTICULOS © 00 24



Revista de Métodos Cuantitativos para la Economia y la Empresa
N. 37,2024 - ISSN:1886-516X — DOI: 10.4666]/revmetodoscuqnteconempresq.8004 - [Pégs. 1-29]

Descomposicién en valores singulares y andlisis de factores en ciencias humanas y sociales
Sergio A. Pernice

Notar en la Figura 4 que la funcion svd devuelve solo los elementos diagonales /, ("" en la figura)
de la matriz diagonal A de la ecuacion (1.9).

En la Figura 5 expresamos la matriz A en la forma en que aparece en (1.9). Notar que el tercer
valor singular es en magnitud aproximadamente el 10% de los dos primeros.

Figura 5. En la segunda celda se observa la matriz A (L en la figura) tal como aparece en la ecuacion
(1.9). Enla tercera celda se confirma que D = UAD! (comparar con la matriz centrada de la figura 3).

L = np.diag(l)
print(“"Matriz diagonal = \n", np.round(L,2))

Matriz diagonal =
[[7.730. @o. ]
[6. 7.38 0. ]
[e. o. ©.75]]

z = np.zeros((3,3))

print("z (n,n) = \n", 2)

L = np.append(L,z,axis=8)

print("Matriz diagonal = L = \n", np.round(L,2))

[e. 0. 0.]]

Matriz diagonal = L =
[[7.73 0. . ]
[e. .38
[e.
[e.
[e.
[e.

.75

DD D~
o000 ®

]
]
]
]
1

D_tilde_svd = np.dot(U,np.dot(L,VT))
print("recuperamos D_tilde = \n",np.round(D_tilde_svd,2))

recuperamos D_tilde =
[[ 2.51 @.5 4.99]

[-2.65 -2.77 -2.96]
[ 2. 3.09 -1.86]
[-2.49 -4.06 2.69]
[-0.27 1.49 -2.59]
[ .89 1.75 -8.27]]

Figura 6. SVD de la matriz D con la funcién randomized _svd de la biblioteca scikit-learn.

U rsvd, 1 rsvd, VT _rsvd = randomized svd(D tilde, n_components = 3)
print("U_rsvd = \n", np.round(U_rsvd,2))

print("1_rsvd = \n", np.round(l_rsvd,2))

print("VT_rsvd = \n", np.round(VT_rsvd,2))

U_rsvd =

[ .04 @.76 0.32]
-8.57 ©.57]

3 -0.84 0.3 ]
9.09 -8.34]

6 -9.29 -0.49]

5 0.6 -8.36]]

7.38 0.75]

d =

7 -0.79 @.38]
9.16 ©.88]
@

.76 -8.59 -0.28]]
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En la Figura 6 calculamos la SVD de la matriz con la funcion randomized_svd de la biblioteca
scikit-learn, esta funcién es particularmente rapida para matrices grandes en las que desea
extraer sélo una pequena cantidad de valores singulares. Entrega solo 3 columnas de U, que son
las que realmente se usan en SVD. Ademds, como se muestra en la Figura 7, es muy facil truncar
la cantidad de valores singulares que se desea.

Notar que la tercera columna de U_rsvd y la tercera fila de VT_rsvd tienen, signos opuestos a
los de la tercera columna de Uy la tercera fila de VT en la Figura 4. En el producto de la ecuacién
(1.9) para recuperar a la matriz P con esa diferencia de signos se cancela.

Figura 7. SVD truncada (solo los primeros dos valores singulares, n_components = 2) de la matriz j) con
la funcién randomized_svd de la biblioteca scikit-learn.

U_rsvd, s_rsvd, VT_rsvd = randomized_svd(D_tilde, n_components = 2)
print("U_rsvd = \n", np.round(U_rsvd,2))

print("s_rsvd = \n", np.round(s_rsvd,2))

print("VT_rsvd = \n", np.round(VT_rsvd,2))

[ 0.04 0.76]
.3 -8.57]
0.53 -0.04]
8.7 ©.99]
0.26 -0.29]
9.25
s_rsvd =
[7.73 7.38]
VT rsvd =
[[-0.47 -8.79 ©.38]
[ .44 ©.16 0.88]]

En la Figura 7 se observa que la SVD truncada de la matriz se obtiene simplemente igualando a
cero los valores singulares que se desean truncar. En la figura 8 se ve la mejor aproximacion de
rango 2 de la matriz D.

Figura 8. D_tr denota a J) con el tercer valor singular truncado.

L_tr = np.diag(l_tr)

D_tr = np.dot(U_tr,np.dot(L_tr,VT_tr))

print("Rango de la matriz D_tilde =", LA.matrix_rank(D_tilde))

print("Rango de la matriz D_tr =", LA.matrix_rank(D_tr))

print("D_tr = \n", np.round(D_tr,2))

print("D_tilde - D_tr = \n", np.round(D_tilde - D_tr,2))

print("Frobenius norm of: \nD_tilde, D_tr, D_tilde - D_tr =\n",
np.round(LA.norm(D_tilde, 'fro’}),2),",", np.round(LA.norm(D_tr, "fro'),2),
", ", np.round(LA.norm(D_tilde - D_tr, 'fro'),2))

Rango de la matriz D_tilde = 3
Rango de la matriz D_tr =2
D_tr =

[[ 2.33 @.84 5.05]

[-8.2 @.16
Frobenius norm
D_tilde, D_tr,
18.71 , 18.68

-2.84]
-1.8 ]

2.62)

-2.69]
-0.35]]

-0.07]

-8.12]
-8.06]

8.07]

8.1 ]

8.e7]]

of:

D_tilde - D_tr =
, B.75
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En la Figura 8 se calcula la matriz D_tr, que es ) manteniendo solo los primeros dos valores sin-
gulares, se comprueba que mientras que el rango de la matriz original es 3, el de la truncada es
dos, y se comparan sus respectivas normas de Frobenius.

Figura 9. DTD denota a la matriz D' D de la matriz D de la figura 3.

DTD = np.dot(D_tilde.T,D_tilde)
print("Matriz DTD = \n", np.round(DTD,2})

Matriz DTD =

[[ 24.38 26.e4 18.37]
[ 26.84 39.24 -10.32]
[ 18.37 -1@.32 51.85]]

w,v = LA,.eigh(DTD)

print({"autovalores de DTD = \n", np.round(w,2))

print("(valores singulares de D_tilde)**2 =\n", np.round(1**2,2))
print("autovectores de DTD = “\n", np.round(v,2))

print("VT.T = \n", np.round(VT.T,2))

autovalores de DTD =
[ 8.56 54.4 59.71]
(valores singulares de D_tilde)**2 =
[59.71 54.4 0.56]
autovectores de DTD =
[[ .76 @.44 -8.47]
[-e.59 @.16 -2.79]
[-0.28 6.88 0.38]]
VT.T =
[[-2.47 ©.44 -8.76]
[-8.79 @.16 8.59]
[ .28 @.88 8.28]]

En la primera celda de la figura 9 se obtiene a la matriz D' D (recprdar que D' D/(m — 1) es la
estimacién empirica de la matriz varianza-covarianza de los datos en D). En la segunda celda
se comprueba que los autovalores de esta matriz (valores principales de su PCA) correspon-
den al cuadrado de los valores singulares de la matriz j), y sus autovectores son idénticos a los
vectores singulares por derecha de ). En la figura se imprime la traspuesta de VT para facilitar
la comparacién con los autovectores de DTD. Distintos algoritmos pueden dar por respuesta
autovectores que difieren entre si en un factor “-1" que preserva la normalizacion a 1.

Mientras que, por convencion, al calcular la SVD los valores singulares se ordenan de mayor a
menor, al calcular los autovalores, estos se ordenan en el orden opuesto y lo mismo ocurre para
los correspondientes autovectores.

8. CONCLUSIONES

En este trabajo nos planteamos dos objetivos. Ante el hecho de que en las ciencias humanas y
sociales el andlisis de factores es de gran importancia, el primer objetivo es presentar de ma-
nera accesible para cualquier persona en estas disciplinas con una base elemental de dlgebra
lineal, la técnica conocida como “descomposicion en valores singulares”.

Dicha técnica sistematiza y generaliza el andlisis de factores. Ademads, tiene implementaciones
algoritmicas sumamente optimizadas, o que la hace apta para el andlisis de factores incluso
en la era de “Big Data”, donde las bases de datos son mucho mds voluminosas de lo que solian
ser, tanto en nimero de puntos-dato como en la dimensién de estos.

Se eligié un camino para presentar la SVD que conduce a una comprension intuitiva y a la vez
rigurosa del método, asi como su relacién con PCA. Se presentaron varios ejemplos de dichas
aplicaciones y se mostrd su implementacion practica en Matlab y Python.

El segundo objetivo de este trabajo era hacer ciertas observaciones sobre el andlisis de facto-
res como idea fuerza de investigacion en ciencias humanas y sociales en general. Las mismas
requieren sélo unas pocas lineas con las que concluimos esta Gltima seccién.
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Como se menciond, la SVD sistematiza y generaliza el andlisis de factores, pero también que le
quita cierta mistica. Bajo la lente de la SVD, no es sorprendente identificar una teoria de factores,
ya que los factores son inherentes a cualquier conjunto de datos que pueda ser estructurado
matricialmente. El verdadero valor o relevancia puede residir en la rapidez con la que los valores
singulares disminuyen.

La SVD se puede pensar como el esqueleto formal de todas las posibles teorias de factores li-
neales. Esto es especialmente Gtil en la era de big data y machine learning. Si todo evoluciona
como es de esperar, las ciencias humanas y sociales contardn pronto con bases de datos de
escala y granularidad inimaginables pocos afos atrds. SVD sin duda jugard un rol de creciente
importancia en el andlisis de estas.

¢Como se sostendrdn las teorias de factores tradicionales, algunas de las cuales fueron men-
cionadas en la introduccion, dada su dependencia en un nimero reducido de factores? Resulta
dificil predecirlo. Pero puede ser Gtil reconocer de antemano que la supervivencia de estas des-
cansa sobre la hipbtesis implicita de que el nimero de valores singulares significativos se man-
tendrd relativamente pequero, aun cuando las bases de datos aumenten en tamafo y dimen-
sionalidad varios 6rdenes de magnitud. Serdn los datos los que ofrezcan la respuesta definitiva.
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